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1

Introduzione

Gli ammassi di galassie sono sistemi complessi, il cui studio ci permette di ricavare infor-

mazioni sull’evoluzione e la struttura dell’Universo. Ma ci consente anche di capire quali

fossero le condizioni primordiali da cui si sono formate le galassie e le influenze che queste

hanno sulle altre galassie del sistema. Lo scenario cosmologico ΛCDM gerarchico prevede

la formazione di strutture a partire da iniziali perturbazioni di un campo di densità sostan-

zialmente omogeneo ed isotropo. Queste fluttuazioni crebbero grazie alla propria gravità,

e formarono strutture inizialmente piccole che successivamente, aggregandosi, formarono

le grandi strutture. Oggi osserviamo un Universo formato da una struttura a ragnatela

(vedi Figura 2.3 ), dove zone ad alta densità ricche di stelle e galassie sono tra di loro colle-

gate da filamenti di materia a bassa densità che tracciano i bordi di enormi bolle di spazio

sostanzialmente vuoto. All’intersezione dei filamenti ci sono gli ammassi di galassie, che

sono strutture in equilibrio dinamico (o prossime all’equilibrio), con una massa caratteri-

stica di 1014 − 1015M�, un diametro di qualche Mpc e che contengono tipicamente diverse

centinaia di galassie.

Per avere conferme di quanto previsto da questo modello dobbiamo guardare nel pas-

sato, ovvero dobbiamo studiare oggetti talmente lontani che solo ora ci è giunta la loro luce,

portando con sè l’informazione di com’era l’Universo quando essa è stata emessa. Ma an-

che senza osservazioni dirette di questi oggetti del passato, sono tante le informazioni che

possiamo avere studiando la dinamica di sistemi meno antichi. Uno dei principali proble-

mi consiste nel fatto che una descrizione completa di un tale sistema richiede informazioni

sulla sua struttura nello spazio delle fasi (cioè posizione e velocità delle sue componenti),

1



2 Capitolo 1. Introduzione

mentre osservativamente abbiamo informazioni al massimo su tre delle sei componenti di

posizione e velocità. Noi infatti osserviamo una distribuzione proiettata sulla volta celeste.

La posizione o la densità, sia essa in numero o di luminosità, ci forniscono informazioni

bidimensionali, e bisogna inferire la terza dimensione sulla base di altre caratteristiche. Ad

esempio un grosso problema è rappresentato dagli interlopers, ovvero le galassie che sono

nello stesso campo visivo di un ammasso ma non vi appartengono. Tali ´´contaminanti”

sono infatti oggetti che sono interposti tra noi e l’ammasso osservato. Per poter distinguere

le strutture che effettivamente appartengono all’ammasso bisogna utilizzare altre informa-

zioni, come ad esempio il redshift 1. Oggetti a distanze cosmologiche che appartengono

alla medesima struttura avranno il redshift dato dall’espansione dell’Universo pressochè

uguale. Le velocità sono ancor più difficili da valutare in quanto abbiamo un’informazione

monodimensionale, data dal redshift osservato. Esistono tecniche basate su metodi stati-

stici per deconvolvere i dati delle osservazioni ed ottenere informazioni sulla distribuzione

3D spaziale e delle velocità. Si tratta di metodi statistici la cui accuratezza dipende dalla

bontà e dalla quantità dei dati a disposizione.

Negli ultimi decenni sono nati nuovi strumenti per affrontare lo studio di questi sistemi.

I moderni telescopi permettono di ottenere dati di qualità sempre migliore, ma necessaria-

mente limitati dallo studio delle coordinate angolare e dal redshift che è una combinazione

di coordinata radiale e velocità delle galassie lungo la linea di vista. Un potente strumento

per lo studio dei sistemi complessi è costituito dalle simulazioni, che ci hanno permesso

di studiare gli oggetti cosmologici con un livello di dettaglio non ottenibile da studi pura-

mente analitici. Inoltre le simulazioni permettono di avere una descrizione completa dello

spazio delle fasi. Il confronto tra dati e simulazioni permette quindi di capire quale descri-

zione dello spazio delle fasi è più adatta ad interpretare i dati osservativi. In questo lavoro

di tesi abbiamo utilizzato tali simulazioni per studiare la dinamica delle strutture all’in-

terno degli ammassi, per comprendere quali fenomeni agiscano e quali possano essere gli

osservabili in grado di darci utili informazioni. Per pianificare una campagna osservativa è

infatti essenziale essere sicuri di quali siano gli osservabili da cui possiamo ottenere infor-

1Uno degli effetti dell’espansione dell’universo consiste nello spostamento verso il rosso degli spettri osser-

vati. Il parametro che quantifica questo effetto è z = (λo − λe)/λe, dove λe è la lunghezza d’onda all’emissione

e λo quella osservata. Questo fenomeno cosmologico non va confuso col redshift dovuto al moto relativo di

due sorgenti, sebbene la definizione operativa sia la medesima. Data la finitezza della velocità della luce, è

possibile legare il valore di z con la distanza della sorgente ed il tempo trascorso dall’emissione. Questi valori

dipendono dal modello cosmologico adottato.
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mazioni attendibili. Se ad esempio si volesse stimare la massa di ammassi ad alto redshift

mediante la dinamica delle galassie, bisognerebbe essere sicuri che tali osservabili siano

dei buoni traccianti del potenziale. Vedremo che quello che risulta dall’analisi effettuata

in questa tesi è che effettivamente anche ad alto redshift le sottostrutture componenti un

ammasso sono dei buoni traccianti del potenziale.

Le simulazioni cosmologiche sono trattate nel secondo capitolo di questa tesi. Vedremo

come sono strutturate, quali sono le tecniche computazionali utilizzate, valutando i diversi

vantaggi e svantaggi dei diversi metodi. In particolare vedremo la logica di funzionamento

dei principali algoritmi implementati nelle simulazioni N-body e nelle simulazioni idrodi-

namiche. Con maggior attenzione vedremo il codice GADGET2 con cui sono state realizza-

te le simulazioni utilizzate in questo lavoro. Oltre al codice di simulazione parleremo degli

algoritmi per l’identificazione delle strutture, indispensabili per isolare gli ´´oggetti” di cui

dovremo studiarne la dinamica. Tali oggetti sono sottostrutture legate gravitazionalmente,

da identificare con le galassie osservate per gli ammassi reali.

Nel terzo capitolo studieremo i sistemi non collisionali. Infatti la principale compo-

nente in materia dell’Universo è costituita dalla materia oscura fredda (Cold Dark Matter,

CDM), che in genere viene considerata non collisionale. Capire come essa si comporta è

dunque fondamentale. Descriveremo l’equazione di Jeans, che ci permetterà di studiare le

condizioni di equilibrio dinamico di sistemi autogravitanti non collisionali in generale, e

degli ammassi di galassie in particolare.

Nel quarto capitolo faremo una rassegna dei lavori teorici ed osservativi che trattano

la dinamica degli ammassi. In questo capitolo introdurremo una serie di fenomeni che

alterano la dinamica delle strutture e che sono quindi i processi a cui dedicheremo maggior

attenzione. Vedremo dunque la frizione mareale, la ram pressure stripping e lo stripping

mareale.

Nel quinto capitolo presenteremo l’analisi della dinamica delle strutture nelle simula-

zioni realizzate col codice GADGET2. Vedremo nel dettaglio i metodi statistici di analisi,

come il metodo di stacking che permette di aumentare la statistica ed avere informazioni

sulle proprietà dinamiche medie delle strutture, indipendentemente dalle peculiarità che

può avere un singolo sistema. Analizzeremo da un punto di vista statistico le orbite delle

sottostrutture, la loro anisotropia ed evoluzione temporale. Questo ci permetterà di va-

lutare l’importanza dei diversi processi dinamici ed ottenere informazioni sull’equilibrio

delle sottostrutture. Questo capitolo contiene la parte originale del lavoro di tesi, le cui

conclusioni sono commentate nel capitolo 6, assieme ad una panoramica sulle future linee
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di sviluppo.
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Metodi numerici per la cosmologia

Il livello di complessità raggiunto dai sistemi oggetto di studio dell’astrofisica moderna ha

reso arduo se non impossibile un approccio totalmente analitico. Si pensi ad esempio ad

una galassia. Per descriverne la formazione e la successiva evoluzione bisogna utilizzare

la gravità, considerare i fenomeni di frizione del gas, la formazione stellare, i processi

radiativi e termodinamici, bisogna inoltre tener conto dei feedback da supernovae, e tanti

altri aspetti che agiscono simultaneamente. A monte di tutto rimane poi il problema che

un approccio analitico è utilizzabile solo per un massimo di 2 corpi. Già con 3 corpi non

esiste una soluzione analitica generale e bisogna quindi ricorrere a soluzioni numeriche.

Fin dagli anni sessanta, quando furono disponibili i primi sistemi informatici, i ricerca-

tori cominciarono a sfruttare le capacità di calcolo dei computers per affrontare i problemi

a molti corpi. Per l’astrofisica questo significò cominciare a studiare le dinamiche di for-

mazione di galassie e delle strutture a grande scala. Col passare del tempo la potenza di

calcolo a disposizione della comunità scientifica aumentò in modo significativo, tanto che

dagli anni ottanta le simulazioni divennero un potente strumento impiegato massivamente

in astrofisica. In figura (2.1) riportiamo un plot di una simulazione fatta da White nel 1976

che utilizzava 700 particelle.

Accanto al progresso tecnologico della parte hardware, negli anni sono stati sviluppati

algoritmi sempre più efficienti che hanno permesso di ridurre il tempo di elaborazione ed

ottenere risoluzioni sempre più elevate. Alcuni di questi algoritmi verranno brevemente

presentati nei prossimi paragrafi.

In questo lavoro di tesi verranno presentati i risultati ottenuti da simulazioni cosmo-

5



6 Capitolo 2. Metodi numerici per la cosmologia

Figura 2.1: Simulazione del 1976 con 700 particelle. Questa figura mostra l’evoluzione temporale

di un ammasso. Ogni punto rappresenta una galassia. Da Sarazin (1986)

logiche, descritte in maggior dettaglio più avanti, che permettono di studiare la struttura

dell’Universo su scale da diversi Mpc fino a dimensioni galattiche, ovvero qualche kpc. É

possibile quindi studiare il comportamento dell’Universo nel suo insieme così come quel-

le delle sue componenti. La coesistenza di scale così differenti ci permette di apprezzare

fenomeni che non possono essere rigidamente classificati come relativi esclusivamente alla

cosmologia o alla formazione galattica. Si pensi ad esempio a fenomeni di stripping del gas

o di incontri tra galassie, che possono essere studiati con simulazioni come quelle utilizzate

per questa tesi. Sebbene l’oggetto “galassia” non venga risolto nella sua struttura, esso è

identificabile, e viene pertanto studiato all’interno dell’ambiente in cui si trova.

Se invece guardiamo scale maggiori, tali simulazioni ci permettono di studiare i processi

di evoluzione delle strutture cosmiche. Ciò di cui hanno bisogno sono delle condizioni

iniziali con cui partire, ed un motore che le faccia evolvere, ovvero la fisica. Quest’ultima è

definibile mediante una serie di parametri, come le densità di materia-energia, parametro

di Hubble e così via. Uno dei vantaggi di questa parametrizzazione è che variando i

parametri otteniamo diverse realizzazioni dell’Universo e possiamo pertanto cercare quale

set di parametri riproduce meglio l’Universo osservato.

In questo capitolo ci occuperemo delle principali tecniche per lo studio numerico del

problema ad N corpi. I metodi che verranno di seguito presentati seguiranno un ordine

di crescente complessità. In un certo senso questo ordine rispecchia l’ordine cronologico
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con cui son stati implementati tali metodi. Infatti parallelamente all’aumentare della po-

tenza di calcolo disponibile, si è cercato di ottimizzare i codici, diminuendo così il tempo

necessario per l’elaborazione. Così facendo si potè aumentare il numero di particelle della

simulazione, ovvero aumentare la risoluzione.

Il punto di partenza comune è considerare una porzione di Universo di forma cubica.

Il lato di tale cubo dipende dalla scala che vogliamo studiare, generalmente dell’ordine

del Gpc. Su tale scala l’Universo può essere considerato omogeneo, e quindi si possono

imporre condizioni al contorno periodiche. Questa box viene riempita con un numero di

particelle che varia a seconda del tempo di calcolo disponibile. Generalmente maggiore è il

numero di particelle e maggiore sarà la risoluzione della simulazione, e quindi l’accuratez-

za con cui vengono apprezzati i fenomeni. Il metodo con cui si distribuiscono le particelle

all’interno della box verrà discusso più avanti (Paragrafo 2.4). Esso è molto importante in

quanto le condizioni iniziali rappresentano l’Universo primordiale, e solo con una buona

rappresentazione di esso è possibile simulare l’Universo oggi osservato.

2.1 Metodi N-body

2.1.1 Metodo PP

Il primo metodo implementato è sicuramente il più intuitivo, e prevede il calcolo diretto

delle forze agenti su ogni particella dovute a tutte le altre particelle. Per questo motivo

questo metodo è chiamato Particle-Particle o più semplicemente PP. Avremo quindi che la

forza che agisce sulla particella i-esima dovuta alla particella j-esima sarà:

~Fij =
Gmimj(~xi −~xj)

(|~xi −~xj|2 + ε2)3/2 (2.1)

dove G è la costante di gravitazione universale, mi ed mj sono le masse, ~xi e ~xj sono le

posizioni ed ε è il parametro di softening. Tale parametro è necessario in quanto due particelle

possono trovarsi infinitamente vicine, e questo farebbe divergere la forza. Sarebbe dunque

necessaria un’accuratezza infinitamente elevata nel calcolo delle orbite. Con l’aggiunta di

ε anche se due particelle dovessero sovrapporsi, la forza sarebbe comunque finita. In tal

senso il parametro di softening rappresenta la risoluzione spaziale della dinamica delle

particelle. Calcolate le forze agenti su ogni particella si può poi trovare l’accelerazione

e quindi calcolare lo spostamento durante un certo intervallo di tempo, o time-step, che

rappresenta la risoluzione temporale della simulazione.
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Questo metodo è chiaramente molto preciso, in quanto altro non è che il calcolo diretto

delle forze fisiche che effettivamente agiscono sui corpi. Il problema è che ha un elevato

costo computazionale. Ad ogni time-step il numero di operazioni da effettuare scala come

N(N-1)/2. Per la semplicità concettuale e di implementazione, questo è stato il primo

metodo numerico sviluppato. Ora non è più utilizzato come metodo principale a causa

dell’alto costo computazionale che lo renderebbe inutilizzabile dato l’elevato numero di

particelle impiegate nelle simulazioni moderne. Tuttavia esso è ancora in uso quando si

vuole avere un’elevata precisione di calcolo in particolari zone della simulazione.

2.1.2 Metodi con griglia

Il metodo Particle-Mesh (PM) consente di ridurre il tempo di calcolo. Esso si basa sulla

costruzione di una griglia su cui calcolare il potenziale gravitazionale a grande scala, ovvero

risolvere l’equazione di Poisson

~∇2φ(~x, t) = 4πGa2[ρ(~x, t)− ρ(t)] (2.2)

dove φ è il potenziale gravitazionale e ρ(t) è la densità del background. L’utilizzo di una

griglia regolare e con condizioni al contorno periodiche permette di risolvere facilmente

tale equazione nello spazio di Fourier, fatto questo che permette di velocizzare l’esecuzione

del codice grazie all’utilizzo della FFT (Fast Fourier Transform).

Il costo computazionale è dell’ordine di N log N, dove N è il numero di punti gri-

glia. Tuttavia il problema in questo metodo risiede nella risoluzione che è limitata dalla

spaziatura della griglia.

Per ovviare al problema della risoluzione si è ricorsi ad un metodo ibrido, il Particle -

Particle - Particle - Mesh ovvero P3M. Tale metodo utilizza l’algoritmo PP per il calcolo delle

interazioni a corto raggio, ed il PM per quelle a lungo raggio.

Un ulteriore metodo per ovviare al problema della limitata risoluzione spaziale è l’u-

tilizzo di griglie adattive. Si parla di codici Adaptive Mesh Refinements o AMR. Con questo

metodo nelle zone ad alta densità, che sono quelle che necessitano di maggior risoluzione,

viene costruita una griglia a trama più fitta, lasciando invece una griglia a passo largo nel-

le zone a bassa densità. Il costo computazionale risparmiato in queste ultime zone viene

quindi impiegato per aumentare la risoluzione dove effettivamente necessario.
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2.1.3 Algoritmo TREE

Questo metodo utilizza una suddivisione gerarchica che ricorda la struttura di un albero,

da cui il nome di algoritmo TREE, vedi figura (2.2). L’idea principale è di trattare le parti-

celle lontane come un’unica particella massiva. Per poter individuare i gruppi di particelle,

si partiziona lo spazio in sottounità cubiche. Ogni cubo che contenga più di una particella

viene ulteriormente suddiviso. Alla fine avrò solo celle che contengono 0 o 1 particelle.

Le celle contenenti una particella sono dette le foglie dell’albero. Esse si raggruppano in

strutture via via sempre più grandi dette rami, fino ad arrivare alla struttura più grande

che è detta tronco. Ogni cella, sia essa una foglia o un ramo, è caratterizzata dalla massa

totale e dal centro di massa determinati dalle particelle in essa contenute.

V. Springel et al. / New Astronomy 6 (2001) 79 –117 83

oct-tree structure. The tree is constructed such that situation, one formally needs the multipole moments
each node (cube) contains either exactly one particle, of the softened gravitational field. One can work
or is progenitor to further nodes, in which case the around this situation by opening nodes always for
node carries the monopole and quadrupole moments r, h, but this can slow down the code significantly
of all the particles that lie inside its cube. A if regions of very high particle density occur.
schematic illustration of the BH tree is shown in Fig. Another solution is to use the proper multipole
1. expansion for the softened potential, which we here
A force computation then proceeds by walking the discuss for definiteness. We want to approximate the

tree, and summing up appropriate force contributions potential at r due to a (distant) bunch of particles
from tree nodes. In the standard BH tree walk, the with masses m and coordinates x . We use a spline-i i
multipole expansion of a node of size l is used only softened force law, hence the exact potential of the
if particle group is

l F(r)5 2GO m g x 2 r , (9)su ud] k kr. , (8)
u k

where the function g(r) describes the softened forcewhere r is the distance of the point of reference to
law. For Newtonian gravity we have g(r)5 1/r,the center-of-mass of the cell and u is a prescribed
while the spline softened gravity with softeningaccuracy parameter. If a node fulfills the criterion
length h gives rise to(8), the tree walk along this branch can be termi-

nated, otherwise it is ‘opened’, and the walk is 1 rcontinued with all its siblings. For smaller values of ] ]g(r)5 2 W S D. (10)2h hthe opening angle, the forces will in general become
more accurate, but also more costly to compute. One The function W (u) is given in Appendix A. It arises2
can try to modify the opening criterion (8) to obtain by replacing the force due to a point mass m with the
higher efficiency, i.e., higher accuracy at a given force exerted by the mass distribution r(r)5mW(r;
length of the interaction list, something that we will h), where we take W(r; h) to be the normalized
discuss in more detail in Section 3.3. spline kernel used in the SPH formalism. The spline
A technical difficulty arises when the gravity is softening has the advantage that the force becomes

softened. In regions of high particle density (e.g., exactly Newtonian for r. h, while some other
centers of dark haloes, or cold dense gas knots in possible force laws, like the Plummer softening,
dissipative simulations), it can happen that nodes converge relatively slowly to Newton’s law.
fulfill Eq. (8), and simultaneously one has r, h, Let s be the center-of-mass, and M the total mass
where h is the gravitational softening length. In this of the particles. Further we define y; r2 s. The

Fig. 1. Schematic illustration of the Barnes and Hut oct-tree in two dimensions. The particles are first enclosed in a square (root node). This
square is then iteratively subdivided in four squares of half the size, until exactly one particle is left in each final square (leaves of the tree).
In the resulting tree structure, each square can be progenitor of up to four siblings. Note that empty squares need not to be stored.

Figura 2.2: Schema bidimensionale della logica con cui lavora l’algoritmo TREE, da Springel, Yo-

shida e White (2001). L’immagine a sinistra è il tronco, quelle nel mezzo sono i rami di due diverse

grandezze, ed infine a destra abbiamo le foglie, dove ogni cella contiene una sola particella.

Il metodo procede nella seguente maniera. Si considera una particella e si calcola la

distanza D da essa di un nodo (ramo, foglia...). Se l è la larghezza della cella, quest’ultima

verrà considerata come un’unica particella se l/D < θ, dove θ è un parametro solitamente

preso uguale ad 1 (Saro (2007/2008)). Se il rapporto è maggiore si procede analizzan-

do le sottocelle finchè non viene soddisfatta la disuguaglianza, o si raggiunge una cella

contenente una sola particella.

Con questa tecnica sono state fatte recenti simulazioni ad altissima risoluzione. Ad

esempio la Millennium Run, basata sul codice GADGET-2, lo stesso utilizzato nelle analisi

di questa tesi, ha utilizzato più di 10 miliardi di particelle entro una box di simulazione di

lato 500h−1Mpc (Saro (2007/2008)). In figura (2.3) si mostra un’immagine tratta da Springel
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et al. (2005) in cui è possibile apprezzare la complessità ed il dettaglio raggiunto da questa

simulazione. In didascalia sono riportati i dettagli dell’immagine.

Millennium Simulation because of its size—was carried out by the
Virgo Consortium, a collaboration of British, German, Canadian and
US astrophysicists. It follows N ¼ 2,1603 ø 1.0078 £ 1010 particles
from redshift z ¼ 127 to the present in a cubic region 500h21Mpc on
a side, where 1 þ z is the expansion factor of the Universe relative to
the present and h is Hubble’s constant in units of 100 km s21Mpc21.
With ten times as many particles as the previous largest compu-
tations of this kind7–9 (see Supplementary Information), it offers
substantially improved spatial and time resolution within a large
cosmological volume. Combining this simulation with new tech-
niques for following the formation and evolution of galaxies, we
predict the positions, velocities and intrinsic properties of all galaxies
brighter than the Small Magellanic Cloud throughout volumes
comparable to the largest current surveys. Crucially, this also allows
us to establish evolutionary links between objects observed at
different epochs. For example, we demonstrate that galaxies with
supermassive central black holes can plausibly form early enough in
the standard cold dark matter cosmology to host the first known
quasars, and that these end up at the centres of rich galaxy clusters
today.

Dark matter haloes and galaxies
The mass distribution in a LCDM universe has a complex topology,
often described as a ‘cosmic web’10. This is visible in Fig. 1 (see also

the corresponding Supplementary Video). The zoomed-out panel at
the bottom of the figure reveals a tight network of cold dark matter
clusters and filaments of characteristic size,100h21Mpc. On larger
scales, there is little discernible structure and the distribution appears
homogeneous and isotropic. Subsequent images zoom in by factors
of four onto the region surrounding one of the many rich galaxy
clusters. The final image reveals several hundred dark matter sub-
structures, resolved as independent, gravitationally bound objects
orbiting within the cluster halo. These substructures are the rem-
nants of dark matter haloes that fell into the cluster at earlier times.
The space density of dark matter haloes at various epochs in the

simulation is shown in Fig. 2. At present, there are about 18 million
haloes above a detection threshold of 20 particles; 49.6% of all
particles are included in these haloes. These statistics provide the
most precise determination to date of the mass function of cold dark
matter haloes11,12. In the range that is well sampled in our simulation
(z # 12, M $ 1.7 £ 1010h21M(, where M( is the solar mass), our
results are remarkably well described by the analytic formula pro-
posed by ref. 11 fromfits to previous simulations. Theoretical models
based on an ellipsoidal excursion set formulation13 give a less
accurate, but still reasonable, match. However, the commonly used
Press–Schechter formula14 underpredicts the high-mass end of the
mass function by up to an order of magnitude. Previous studies of the
abundance of rare objects, such as luminous quasars or clusters,

Figure 1 | The dark matter density field on various scales. Each individual
image shows the projected dark matter density field in a slab of thickness
15h21Mpc (sliced from the periodic simulation volume at an angle chosen
to avoid replicating structures in the lower two images), colour-coded by

density and local dark matter velocity dispersion. The zoom sequence
displays consecutive enlargements by factors of four, centred on one of the
many galaxy cluster haloes present in the simulation.
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Figura 2.3: Il campo di Dark Matter nella simulazione Millennium Run. Ogni singola immagine

mostra il campo di densità proiettato di una sezione spessa 15h−1Mpc. I colori sono un indice

della densità. É ben visibile la struttura della ragnatela cosmica in un Universo ΛCDM. Si può

notare l’omogeneità della struttura su grande scala e la comparsa di strutture nelle immagini a

maggior ingrandimento. Si possono individuare i filamenti che connettono nodi contenenti strutture

composte a loro volta da numerose sottostrutture. (da Springel et al. (2005)).
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2.2 Metodi idrodinamici: il metodo SPH

I metodi fin’ora visti sono utilizzabili per affrontare il problema N-body. Tuttavia la gamma

dei fenomeni presenti in natura non può esser ristretta alla sola interazione gravitazionale.

Nel momento in cui, oltre alla dark matter, vogliamo inserire nella simulazione anche

gas e stelle, dobbiamo tener conto di tutti i fenomeni ad essi legati, non descrivibili con

metodi N-body. Infatti, sebbene la dark matter sia la componente in massa maggiore

nell’Universo, la maggior parte dei fenomeni osservabili derivano dal comportamento della

materia barionica. Quest’ultima dev’essere riprodotta nella simulazione tenendo conto di

processi termodinamici, di processi radiativi, formazione stellare, feedback da supernovae

ed AGN, nonchè arricchimenti chimici. Un approccio fluidodinamico ci consente di trattare

tutti questi fenomeni.

Esistono due approcci per affrontare un problema idrodinamico: quello euleriano e

quello lagrangiano.

Metodi euleriani: con questo tipo di approccio si seguono le variazioni delle quantità

fisiche del fluido ( ad esempio velocità, pressione, energia interna) in punti fissi dello

spazio. Sostanzialmente si tratta di costruire una griglia e valutare le proprietà del fluido

nelle celle. Tale griglia può essere fissa o adattiva, ma permane il problema principale

dell’utilizzo delle griglie, come già visto nel paragrafo (2.1.2), che è la risoluzione spaziale

finita. Il vantaggio principale riguarda invece la capacità intrinseca di trattare gli shock

senza bisogno di alcun termine aggiuntivo artificiale come richiesto invece per i metodi

lagrangiani.

Metodi lagrangiani: con questo tipo di approccio il fluido viene discretizzato, ed ogni

elemento di fluido, a cui sono associate le varie quantità fisiche, viene seguito nella sua

evoluzione temporale. Il vantaggio è che possiamo ottenere risoluzioni elevate, in quanto

non siamo vincolati ad una griglia. Inoltre tale metodo è di più facile implementazione, in

quanto è molto simile alla logica dei metodi N-body con cui viene trattata la dark matter. Lo

svantaggio principale risiede invece nel trattamento degli shock, possibile solo inserendo

una viscosità artificiale. Oltre a questo, un ulteriore problema è rappresentato dal fatto che

non è possibile rappresentare gradienti di densità arbitrariamente elevati con un numero

finito di elementi di fluido.

Una particolare implementazione della tecnica lagrangiana è la Smoothed Particle Hydro-
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dynamics o SPH. Poichè questa tecnica è quella utilizzata nel codice GADGET-2 usato per

questo lavoro di tesi, andremo ora a vederne la logica base di funzionamento. Come abbia-

mo appena visto, nelle tecniche lagrangiane il fluido viene descritto da una distribuzione

di elementi discreti. Si tratta di far evolvere tali particelle secondo le leggi dell’idrodinami-

ca. Per evitare le fluttuazioni statistiche del numero di particelle, è conveniente effettuare

medie delle quantità fisiche. Si tratta quindi di fare un’operazione di smoothing, da cui il

nome del metodo. Se abbiamo una certa quantità f (~r), il suo valor medio risulta essere

〈 f (~r)〉 =
∫

W(|~r−~r′|, h) f (~r′)d3~r′ (2.3)

dove W è lo smoothing kernel descritto più avanti, ed h è la smoothing lenght che specifica la

scala spaziale su cui avviene la media. h è in un certo senso la risoluzione del sistema, in

quanto su scale più piccole le quantità risultano mediate. É chiaro quindi che ci si aspetta

nel limite h→ 0 si ritrovino le quantità originarie, ovvero:

lim
h→0
〈 f (~r)〉h = f (~r) (2.4)

Ogni elemento di fluido sarà caratterizzato da una densità ρi, massa mi e posizione ~ri. Il

valore della generica quantità f associata all’elemento i sia Ai. L’equazione (2.3) può essere

riscritta nel seguente modo:

〈 f (~r)〉 =
∫

W(|~r−~r′|, h)
f (~r′)
ρ(~r′)

ρ(~r′)d3~r′ (2.5)

e possiamo quindi discretizzarla sostituendo l’elemento di massa ρ(~r′)d3~r′ con mi. L’inte-

grale diviende dunque una somma:

f (~r′) = ∑
j

mj
Aj

ρj
W(|~r−~rj|, h) (2.6)

Siamo a questo punto riusciti a discretizzare le quantità fluidodinamiche.

Vediamo un po’ meglio il kernel. Esso rappresenta il volume su cui avviene l’operazione

di media. In realtà dà anche un peso alle particelle che entrano nella media. Se per W

usiamo una funzione top-hat otteniamo il classico volume di integrazione. Si potrebbe

quindi pensare di usare un kernel gaussiano, che tiene conto di tutte le particelle, dando

però maggior peso a quelle più vicine. In effetti le interazioni tra particelle decadono con

la distanza. Tuttavia il problema di un kernel fatto in questo modo è che non avrebbe

supporto compatto, ovvero l’integrazione dell’equazione (2.3) si estenderebbe su tutte le
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particelle della simulazione. Questo ovviamente comporterebbe un costo computazionale

non indifferente. Si preferisce dunque utilizzare kernel a supporto compatto. Ad esempio

il codice GADGET-2 utilizza il seguente kernel:

W(r, h) =
8

πh3





1− 6(r/h)2 + 6(r/h)3 0 ≤ r ≤ h/2

2(1− r/h)3 h/2 ≤ r ≤ h

0 r ≥ h

(2.7)

dove r è la distanza dalla particella. Come già detto sopra, h è la risoluzione del sistema.

Analogamente al caso della griglia, si può obiettare che le regioni ad alta densità necessita-

no di risoluzioni maggiori. Abbassando h avremmo però un grosso costo computazionale

in zone a bassa densità dove non è necessaria alta risoluzione. Anche in questo caso è quin-

di conveniente utilizzare una smoothing lenght adattiva, da scegliersi in base alla risoluzione

necessaria in una determinata zona della simulazione. In genere si sceglie h in modo che il

numero di particelle contenute nel volume di integrazione sia il medesimo.

A questo punto non rimane che risolvere le equazioni della fluidodinamica ad ogni

time-step utilizzando le nuove quantità ottenute dalle medie.

2.3 Il codice GADGET-2

GADGET, acronimo di GAlaxies with Dark matter and Gas intEracT è un codice di simula-

zione reso pubblico nel 2001 (Springel, Yoshida e White (2001)). É stato successivamente

migliorato nel 2005 (Springel (2005)), prendendo il nome di GADGET-2. Esso è stato ideato

per lavorare in parallelo su diversi processori, ed è in grado di simulare il comportamen-

to della materia non collisionale (dark matter e stelle) così come di quella collisionale,

riuscendo a trattare fenomeni di raffreddamento radiativo, riscaldamento, formazione stel-

lare, feedback ed evoluzione chimica. Non ci addentreremo nei dettagli dell’implemen-

tazione di questi fenomeni, principalmente perchè per questo lavoro di tesi si sono usati

run di sola dark matter con al massimo l’aggiunta del gas per considerare fenomeni di

attrito. Questo codice, rilasciato sotto licenza GNU GPL1 all’indirizzo http://www.mpa-

garching.mpg.de/gadget/, utilizza uno schema TREE per la parte N-body, eventualmente

1La licenza GNU GPL è un tipo di licenza che permette la copia e redistribuzione del materiale offerto

con tale licenza, nonchè la modifica e la redistribuzione del materiale modificato, a patto che siano indicate

le modifiche effettuate, e che il nuovo materiale sia rilasciato con la medesima licenza. La licenza completa è

disponibile all’indirizzo http://www.gnu.org/licenses/gpl.html.
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Risimulazioni 29

Particelle 304083239

Box size 1 Gpc3

Ωm 0.24

Ωb 0.04

ΩΛ 0.76

Tabella 2.1: Dati sulle simulazioni usate per questo lavoro di tesi. Alcune voci verranno spiegate

nei paragrafi successivi.

in combinazione con uno schema PM per le interazioni a lungo range, ed SPH per la

simulazione della parte idrodinamica.

Per quanto riguarda i time steps, il problema consiste nel fatto che nelle simulazioni

cosmologiche c’è un ampio range dinamico nei tempi scala. Nelle regioni ad alta densità

può essere necessario avere time step ordini di grandezza più piccoli di quelli necessari

nelle regioni a bassa densità. Ovviamente sarebbe uno spreco di risorse computaziona-

li utilizzare ovunque il time step più piccolo. Pertanto si adotta un time step variabile.

Sostanzialmente nell’intervallo di tempo in cui le particelle di una zona a bassa densità

ricevono un’accelerazione e si spostano, nelle zone ad alta densità vengono calcolate le

accelerazioni ed aggiornate le posizioni molte volte.

Per quanto riguarda la parallelizzazione, si divide il volume in domini, ognuno dei

quali viene assegnato ad un processore. Per costruire questi domini, in GADGET è stato

implementato un metodo che consiste nella costruzione di un frattale (curva di Peano-

Hilbert) che riempia lo spazio. Si mappa cioè lo spazio 3D in uno spazio 1D. La curva

monodimensionale che si ottiene viene quindi tagliata in pezzi che definiscono i singoli

domini. In figura (2.4) è possibile vedere un esempio di curva di Peano-Hilbert, in cui

si può notare come con un processo ricorsivo sia possibile riempire lo spazio con densità

arbitrariamente alta. Ogni processore elabora dunque le forze agenti sulle particelle del

dominio assegnatogli, dialogando con i domini vicini per avere informazioni sulle proprietà

delle particelle di tali domini che interagiscono con le proprie, comunicando a sua volta

quelle dovute alle proprie particelle che interagiscono con le particelle dei domini vicini.
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the possibility of subtle correlations of force errors with domain
boundaries, which could especially in the very high redshift regime
show up as systematic effects.

Here we propose a new scheme for domain decomposition that
guarantees a force that is independent of the processor number. It
also avoids other shortcomings of the orthogonal bisection, such
as high aspect ratios of domains. Our method uses a space-filling
fractal, the Peano–Hilbert curve, to map 3D space on to a one-
dimensional (1D) curve. The latter is then simply chopped off into
pieces that define the individual domains. The idea of using a space-
filling curve for the domain decomposition of a tree code was first
proposed by Warren & Salmon (1993, 1995). They however used
Morton ordering for the underlying curve, which produces irregu-
larly shaped domains.

In Fig. 7, we show examples of the Peano–Hilbert curve in two
and three dimensions. The Peano curve in two dimensions can be
constructed recursively from its basic ‘U’-shaped form that fills a
2 × 2 grid, together with the rules that determine the extension of
this curve on to a 4 × 4 grid. As can be seen in Fig. 7, these rules
mean that the bar of the ‘U’ has to be replaced with two smaller
copies of the underlying ‘U’, while at the two ends, rotated and
mirrored copies have to be placed. By repeated application of these
rules we can construct an area-filling curve for arbitrarily large grids
of size 2n × 2n . In three dimensions, a basic curve defined on a
2 × 2 × 2 grid can be extended in an analogous way, albeit with
somewhat more complicated mapping rules, to the 3D space-filling
curve shown in Fig. 7.

An interesting property of these space-filling curves is their self-
similarity. Suppose we describe the Peano–Hilbert curve that fills a
2n × 2n × 2n grid with a one-to-one mapping pn(i , j , k), where the
value pn ∈ [0, . . . , n3 − 1] of the function is the position of the cell (i ,
j , k) along the curve. Then we have pn/2 (i/2, j/2, k/2) = pn(i , j ,
k)/8, where all divisions are to be understood as integer divisions.
We can hence easily ‘contract’ a given Peano–Hilbert curve and
again obtain one of lower order. This is a property we exploit in the
code.

A second important property is that points that are close along
the 1D Peano–Hilbert curve are in general also close in 3D space,

Figure 7. Space-filling Peano–Hilbert curve in two (bottom) and three (top) dimensions.

i.e. the mapping preserves locality. If we simply cut a space-filling
Peano curve into segments of a certain length, we obtain a do-
main decomposition which has the property that the spatial domains
are simply connected and quite ‘compact’, i.e. they tend to have
small surface-to-volume ratios and low aspect ratios, a highly desir-
able property for reducing communication costs with neighbouring
domains.

Thirdly, we note that there is a close correspondence between the
spatial decomposition obtained by a hierarchical BH oct-tree, and
that obtained from segmenting a Peano–Hilbert curve. For example,
consider a fiducial Peano–Hilbert curve that fills a box (the root
node), encompassing the whole particle set. Cutting this curve into
eight equally long pieces, and then recursively cutting each segment
into eight pieces again, we regenerate the spatial oct-tree structure of
the corresponding BH tree. If we hence assign an arbitrary segment
of the Peano–Hilbert curve to a processor, the corresponding volume
is compatible with the node structure of a fiducial global BH tree
covering the full volume, i.e. we effectively assign a collection of
branches of this tree to each processor. Because of this property, we
obtain a tree whose geometry is not affected by the parallelization
method, and the results for the tree force become strictly independent
of the number of processors used.

We illustrate these concepts in Fig. 8, where we show a sketch of
a global BH tree and its decomposition into domains by a Peano–
Hilbert curve. For simplicity, we show the situation in two dimen-
sions. Note that the sizes of the largest nodes assigned to each proces-
sor in this way need not all be of the same size. Instead, the method
can quite flexibly adjust to highly clustered particle distributions, if
required.

In order to carry out the domain decomposition in practice, we first
compute a Peano–Hilbert ‘key’ for each particle. This is simply the
integer returned by the function p, where the coordinates of particles
are mapped on to integers in the range [0, 2n − 1]. The construction
of the Peano–Hilbert key can be carried out with a number of fast bit-
shift operations, and short lookup tables that deal with the different
orientations of the fundamental figure. We typically use n = 20,
such that the key fits into a 64-bit-long integer, giving a dynamic
range of the Peano–Hilbert curve of ∼106 per dimension. This is

C© 2005 The Author. Journal compilation C© 2005 RAS, MNRAS 364, 1105–1134

Figura 2.4: Curva di Peano-Hilbert in 3D (sopra) e nel caso 2D (sotto) (da Springel (2005)).

2.4 Condizioni iniziali

I metodi sin’ora visti modificano la configurazione del sistema ad ogni time step. Ovvia-

mente questo processo deve partire da una condizione iniziale che deve essere specificata.

Questo è un passo delicato, perchè vista la causalità degli algoritmi visti sin’ora, errori

nel definire le condizioni iniziali possono degenerare in maniera drammatica, e fornirci un

quadro finale dell’Universo completamente sbagliato, anche se l’evoluzione è proceduta

correttamente. Un po’ come percorrere un’autostrada senza incidenti ed uscendo al quinto

casello, ma entrando in direzione nord invece che in direzione sud!

Le teorie attuali dipingono un Universo che inizialmente era altamente omogeneo ed

isotropo, ed aveva delle piccole sovradensità che, sotto opportune condizioni, si sono suc-

cessivamente accentuate generando agglomerati di materia strutturati che sono l’Universo

che oggi osserviamo. Questa breve descrizione è affrontata più in dettaglio nel capitolo

(A). Ci aspettiamo che il campo di fluttuazioni di densità iniziale sia random gaussiano,

completamente descrivibile dallo spettro di potenza P(|~k|). Come più approfonditamente

descritto nel capitolo (A.2), si può considerare che lo spettro di potenza segua una legge di
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potenza

P(k) = Akn (2.8)

dove k è il numero d’onda ed n è l’indice spettrale e ci si aspetta che non sia costante in tutto

l’intervallo di lunghezze d’onda, bensì che abbia i seguenti andamenti asintotici:




n > −3 per k→ 0

n < −3 per k→ −∞
(2.9)

Per ottenere le condizioni iniziali che abbiano tale spettro di potenza primordiale, si di-

spongono i punti su una griglia regolare, e si fa loro compiere un piccolo spostamento in

modo che le fluttuazioni abbiano lo spettro di potenza corretto. Vediamo meglio come.

Si generano due numeri random φ e A, entrambi ∈ (0, 1], per ogni punto del k-spazio. I

coefficienti di Fourier del contrasto di densità (vedi paragrafo A.2) saranno:

δ̂k =
√
−2P(k) ln(A)ei2πφ (2.10)

A questo punto, se ~q sono le coordinate delle particelle nello spazio reale, possiamo calco-

lare il potenziale:

Φ(~q) = ∑
k

δ̂k

k2 ei~q~k (2.11)

A questo punto si assegna la posizione e velocità iniziale delle particelle mediante uno

spostamento dato dall’approssimazione di Zel’dovich (vedi Paragrafo per la descrizione

dettagliata di tale approssimazione):

~x = ~q− D+(z)~∇φ(~q) (2.12)

~v = Ḋ+(z)~∇φ(~q) (2.13)

dove D+(z) è il fattore lineare di crescita delle parturbazioni al redshift z (paragrafo ).

A questo punto si possono applicare le tecniche N-body ed idrodinamiche sopra de-

scritte e cominciare l’esecuzione della simulazione. Ovviamente noi siamo interessati non

solo a verificare che il risultato finale della simulazione dia una buona rappresentazione

dell’Universo osservato, ma siamo anche interessati a vedere come si è giunti alla configura-

zione attuale. Per questo motivo, vogliamo un modo per seguire l’evoluzione dell’insieme

di particelle che costituiscono la simulazione. Per far ciò vengono prese delle vere e pro-

prie istantanee o snapshot della simulazione durante la sua evoluzione. Ovvero lo stato

di tutte le componenti viene salvato. Abbiamo dunque diverse realizzazioni della nostra
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simulazione che rappresentano le varie tappe evolutive. Questo ci permette di seguire nel

tempo la formazione delle strutture, in quanto è come osservare diversi fotogrammi di un

video. Ma ci consente anche di testare la bontà della simulazione (e quindi della fisica con

cui è costruita, ad esempio valutando i parametri cosmologici utilizzati) non solo confron-

tandola con l’Universo vicino, ma anche spingendoci ad alti redshift, per verificare che la

simulazione sia fedele lungo tutta la sua evoluzione.

2.5 Le risimulazioni

Procedere come appena descritto comporterebbe in realtà un costo computazionale elevato,

e per lo più sprecato nelle zone a bassissima desità dove non vi sono strutture. Per ovviare

a questo si usa la tecnica delle risimulazioni. Si esegue una prima simulazione a bassissima

risoluzione come descritto nei paragrafi precedenti. In questo modo alla fine si possono

individuare grossi gruppi, che sono versioni a bassissima risoluzione delle strutture più

grandi. Avrà quindi senso lavorare a risoluzioni maggiori solo in queste zone. Conoscendo

le particelle che appartengono a queste strutture a bassa simulazione possiamo trovare

la zona lagrangiana iniziale da cui si sono generate. Queste zone lagrangiane vengono

ricostruite ad alta risoluzione e fatte evolvere come simulazioni a sè stanti.

Se ci limitassimo a questo riusciremmo a costruire versioni ad alta risoluzione delle strut-

ture, ma perderemmo completamente le interazioni mareali con le zone limitrofe che sono

state escluse. Per evitare questo, alla zona lagrangiana di partenza si aggiungono anche zo-

ne circostanti mantenendo però una risoluzione bassa. Infatti queste zone esterne servono

solo a tener conto degli effetti mareali, ma non verranno poi studiate.

Il risultato finale sono tante simulazioni (quelle utilizzate nel presente lavoro di tesi

sono 29) che sono risimulazioni delle zone di interesse. Ovviamente i vettori contenenti i

dati di tutte le particelle contengono anche le particelle a bassa risoluzione che sono servite

per le interazioni mareali. Tali particelle vengono dette contaminanti, e bisogna aver cura di

scartarle prima di effettuare le analisi scientifiche.

2.6 Identificazione delle strutture

Il risultato che otteniamo dall’esecuzione di una simulazione è un insieme di particelle a

cui sono associate proprietà quali posizione e velocità ed eventuali altri parametri (tempe-

ratura, metallicità,...). Ma un insieme di milioni di particelle sarebbe totalmente inutile se
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non avessimo un modo per riconoscere le strutture che hanno composto durante l’evolu-

zione temporale. Il compito di individuare le strutture all’interno di una simulazione viene

svolto, nelle simulazioni usate per questo lavoro di tesi, da due procedure: FoF e Subfind.

removed. This substructure is made up of 55 subhaloes, which are

plotted in a common panel on the lower left. While this example

shows an isolated and well-relaxed halo, we note that SUBFIND also

performs well in cases where FOF links structures across feeble

particle bridges, or when haloes are in the process of merging. In

these cases, the algorithm reliably decomposes the FOF group into

its constituent parts.

4.3 Subhaloes in the S1, S2, S3, and S4 clusters

Substructure within dark matter haloes is in itself a highly

interesting subject that merits detailed investigation. What are the

structural properties of subhaloes within haloes? What is their

distribution of sizes and masses? What is their ultimate fate?

Answers to these questions are highly relevant for a number of

diverse topics such as galaxy formation, the stability of cold stellar

discs embedded in dark haloes, or the weak lensing of galaxies in

clusters (Geiger & Schneider 1998, 1999).

Ghigna et al. (1998), Tormen et al. (1998) and Klypin et al.

(1999) have addressed some of these questions, and it will be

interesting to supplement their work with results obtained from our

new group-finding technique. However, such a study is beyond the

scope of the present paper, where we focus on semi-analytic

models for the galaxy population of the cluster. We therefore defer

a detailed statistical analysis of substructure to future work, and

just report the most basic properties of the subhaloes identified in

the clusters at redshift z ¼ 0.

Especially interesting is a comparison of the mass spectra of

subhaloes detected in the four cluster simulations S1, S2, S3 and

S4. In this sequence of simulations, the mass and force resolution

Figure 3. Example for a subhalo identification with SUBFIND. The top left panel shows a small FOF group (44 800 particles), identified at z ¼ 0 in the vicinity of

the S2 cluster. SUBFIND identifies 56 subhaloes within this group, the largest one forms the background halo and is shown on the top right, while the other 55

subhaloes are plotted on a common panel on the lower left. In this example, the total mass in all the ‘true’ subhaloes 2–56 is about 8 per cent of the group mass.

Particles not bound to any of the subhaloes form ‘fuzz’, and are displayed on the lower right. These particles primarily lie close to the outer edge of the group.

Spatial coordinates are given in h 21 kpc.

736 V. Springel et al.

q 2001 RAS, MNRAS 328, 726–750

Figura 2.5: Esempio di identificazione di sottostrutture effetuato con Subfind. Il pannello in alto

a sinistra rappresenta un intero gruppo Fof. Il pannello in alto a destra mostra l’alone principale,

mentre in quello in basso a sinistra ci sono le sottostrutture. Infine nel pannello in basso a destra ci

sono le particelle slegate. Da Springel et al. (2001)

Fof è un algoritmo friends-of-friends, che serve a fare una prima veloce scrematura delle

particelle sulla base di principi geometrici. Una particella appartiene ad un gruppo Fof se

è entro una certa distanza (linking-length) dalle altre particelle. In particolare nelle simu-

lazioni da me utilizzate la linking-length è stata scelta pari a 0.2 volte la distanza media
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delle particelle. Questa prima analisi serve ad individuare grossolanamente dei gruppi di

particelle. L’analisi più accurata viene eseguita da Subfind. Tale algoritmo considera le

particelle di un gruppo Fof e calcola il campo di densità delle particelle di tutte le specie

utilizzando un kernel SPH come quello della formula (2.7). Infatti le sottostrutture posso-

no essere viste come fluttuazioni del campo di densità del gruppo principale. Individuato

il massimo del campo di densità, Subfind scende lungo il gradiente di densità trovando

i massimi locali ed i corrispondenti minimi locali (vedi Figura 2.6). Può quindi tracciare

superfici di isodensità che delimitano le candidate sottostrutture. Quella che contiene il

maggior numero di particelle è quella dell’alone principale. Non si può però ancora parla-

re di sottostrutture vere e proprie, in quanto fin’ora è stata fatta solamente una scrematura

spaziale. Una definizione fisica di sottostruttura è data dall’insieme di particelle gravitazio-

nalmente legate. Immaginiamo ad esempio una galassia. Al suo interno vi può essere una

particella ad alta velocità che non è gravitazionalmente legata, e che è destinata ad usci-

re. Subfind isola dunque le particelle appartenenti alle candidate sottostrutture ed elimina

le particelle che hanno un’energia maggiore del massimo del potenziale della candidata

sottostruttura. Ovvero elimina le particelle che non sono nella buca di potenziale locale.

Le particelle scartate possono appartenere all’alone principale, o essere slegate anche da

questo. L’ultimo passo è quindi escludere le particelle di energia positiva, che sono quelle

slegate.

Figura 2.6: Campo di densità (raffigurazione bidimensionale) all’interno di un gruppo Fof. Subfind

individua il massimo assoluto e discende il gradiente del campo di densità fino a trovare il primo

minimo locale (punto rosso). Tracciando le superfici di isodensità Subfind individua due candidate

sottostrutture, rappresentate dalla parte ombreggiata in questa figura.

Il risultato è un vettore contenente gli ID delle particelle che appartengono a strutture

gravitazionalmente legate. Conoscendo quindi le particelle che compongono ogni sotto-

struttura, Subfind è in grado di calcolare informazioni quali la posizione e la velocità della
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Figura 2.7: Schema di organizzazione dei vettori di dati in Subfind

struttura stessa, la massa, il momento angolare, il centro di massa ed altri parametri come

r200 ed M200 (vedi Paragrafo (A.5) per la spiegazione di queste quantità). Le particelle sono

organizzate nel vettore secondo la specie, in modo da poter sempre ricavare quali siano, ad

esempio, le particelle di gas o quelle di DM.

In figura (2.7) riportiamo lo schema con cui Subfind organizza i dati. É sempre possibile

sapere quali sottostrutture appartengono ad un alone, e quali particelle appartengono ad

ogni sottostruttura, ed è possibile anche il processo inverso. Si capisce dunque l’importanza

che rivestono questi algoritmi di identificazione delle sottostrutture. Le informazioni che

producono mediante la riduzione dati sono quelle con cui viene fatta la maggior parte del

lavoro di analisi dati. In figura (2.5), tratta da Springel et al. (2001), riportiamo un esempio

di identificazione di sottostrutture effetuato con Subfind. Il pannello in alto a sinistra

rappresenta un piccolo gruppo Fof contenente 44800 particelle. Subfind ha identificato

56 sottostrutture in questo gruppo, la più grande delle quali è l’alone principale che è
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mostrato separatamente nel pannello in alto a destra. Le rimanenti 55 sottostrutture sono

riportate nel pannello in basso a sinistra. Quello che rimane sono le particelle che non

appartengono a nessuna struttura gravitazionalmente legata e sono riportate nel pannello

in basso a destra.
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3

Equilibrio dei sistemi non collisionali

La maggior parte della materia nell’Universo è dark matter. Tale materia è non collisionale,

e pertanto è chiaro come lo studio dei sistemi non collisionali sia di estrema importanza.

Come visto nel Capitolo A piccole fluttuazioni del campo di densità possono crescere a

causa dell’attrazione gravitazionale della materia stessa. Ci si aspetterebbe che tutta la

materia della perturbazione collassasse in una singolarità. In un fluido non collisionale

non vi sono forze verso l’esterno, come la pressione per un fluido collisionale, che possano

controbilanciare la forza di gravità che è solo attrattiva. Quello che vedremo in questo

capitolo è che la DM riesce ad assumere configurazioni di equilibrio in virtù della propria

dispersione di velocità che fornisce il supporto necessario a non far collassare il sistema.

3.1 L’equazione non collisionale di Boltzmann

Una descrizione completa di un sistema non collisionale è data dalla funzione di distribu-

zione f (~x,~v, t) che è la densità nello spazio delle fasi. Il numero di oggetti in un volume

infinitesimo dello spazio delle fasi, ovvero il numero di oggetti che stanno nel volume d3x

centrato in ~x e che hanno il vettore velocità che sta in un volume d3v centrato in ~v, sarà

dato da

dn = f (~x,~v, t)d3xd3v (3.1)

Per definizione sarà dunque f ≥ 0 ovunque. Dato il determinismo della meccanica new-

toniana, specificando la funzione di distribuzione ad un qualunque istante t0 sarà dun-

que possibile conoscere la configurazione del sistema a un qualunque istante successivo.

23
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Introduciamo il vettore posizione e velocità nello spazio delle fasi:

(~x,~v) ≡ ~w (3.2a)

~̇w = (~̇x, ~̇v) = (~v,−~∇Φ) (3.2b)

dove Φ è il potenziale gravitazionale. Poichè stiamo trattando un fluido non collisionale,

le particelle di tale fluido non varieranno improvvisamente la loro posizione nello spazio

delle fasi come accadrebbe se vi fossero urti, cosicchè possiamo introdurre un’equazione

di continuità per f analoga alla (A.22a) per ρ.

∂ f
∂t

+
6

∑
α=1

∂( f ẇα)

∂wα
= 0 (3.3)

Poichè xi e vi sono coordinate indipendenti dello spazio delle fasi, abbiamo che

6

∑
α=1

∂ẇα

∂wα
=

3

∑
i=1

(
∂vi

∂xi
+

∂v̇i

∂vi

)
= −

3

∑
i=1

∂

∂vi

(
∂Φ
∂xi

)
= 0 (3.4)

dove l’ultima uguaglianza è dovuta al fatto che il potenziale gravitazionale non dipen-

de dalla velocità. Utilizzando quest’ultima equazione in (3.3) otteniamo l’equazione non

collisionale di Boltzmann:

∂ f
∂t

+
6

∑
α=1

ẇα
∂ f

∂wα
= 0 (3.5)

Per meglio comprendere il significato di questa equazione richiamiamo il concetto di

approccio lagrangiano ed euleriano, già visto nel Paragrafo 2.2:

Derivata lagrangiana : con questo approccio seguiamo un elemento di fluido e vediamo

come varia→ d f
dt

Derivata euleriana : con questo approccio dividiamo lo spazio con una griglia, e vediamo

come variano le quantità del fluido in un dato punto fisso della griglia. → ∂ f
∂t

La derivata lagrangiana della funzione di distribuzione sarà pertanto

d f
dt

=
∂ f
∂t

+
6

∑
α=1

ẇα
∂ f

∂wα
(3.6)

L’equazione di Boltzmann (3.5) diventa allora:
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d f
dt

= 0 (3.7)

ovvero il fluido nello spazio delle fasi è incomprimibile.

Un’importante osservazione da fare riguarda la coesistenza di diverse specie di parti-

celle. Se infatti ho diverse specie, ognuna deve soddisfare separatamente l’equazione non

collisionale di Boltzmann. Questo infatti è quello che verrà fatto nel Paragrafo ??, dove

guarderemo il comportamento delle particelle di DM e gas sia considerate come unica

popolazione, sia separatamente.

3.2 Le equazioni di Jeans

In questo paragrafo vedremo come sia possibile estrarre informazioni dall’equazione (3.7).

Dato l’elevato numero di variabili (7) della funzione di distribuzione, procederemo pren-

dendo i momenti dell’equazione sopra citata. In particolare, tale equazione può essere

sviluppata nel seguente modo:

∂ f
∂t

+
3

∑
i=1

(
vi

∂ f
∂xi
− ∂Φ

∂xi

∂ f
∂vi

)
= 0 (3.8)

Adottando la convenzione per cui indici ripetuti si intendono sommati, integriamo tale

equazione su tutte le velocità:

∫
∂ f
∂t

d3v +
∫

vi
∂ f
∂xi

d3v− ∂Φ
∂xi

∫
∂ f
∂vi

d3v = 0 (3.9)

Questa equazione può essere ulteriormente semplificata facendo le seguenti osservazioni.

• il volume dello spazio delle fasi su cui stiamo integrando (ovvero tutte le velocità)

non dipende dal tempo, pertanto nel primo integrale la derivata temporale può essere

portata fuori dall’integrale.

• Poichè vi non dipende da xi in quanto sono coordinate indipendenti dello spazio

delle fasi, la derivazione ∂/∂xi che compare nel secondo termine può essere portata

fuori dall’integrale.

• Stiamo integrando su tutto il volume delle velocità, che è infinitamente grande. La

superficie di tale volume è fatta da tutte le velocità pari ad ∞. Il teorema della diver-

genza afferma che
∫

V
~∇ f d3x =

∫
S f · n̂d2S, dove n̂ è un versore normale all’elemento
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d’area d2S. L’ultimo termine della (3.9) diviene nullo applicando questo teorema (il

volume di integrazione che compare nel teorema della divergenza in questo caso è

da intendersi il volume delle velocità) poichè il numero di particelle con velocità pari

ad ∞ è pari a 0.

Pertanto se definiamo la densità spaziale e la velocità media come segue

ν ≡
∫

f d3v vi ≡
∫

f vid3v (3.10)

l’equazione (3.9) si riduce alla seguente:

∂ν

∂t
+

∂(νvi)

∂xi
= 0 (3.11)

Moltiplichiamo ora l’equazione (3.8) per vj ed integriamo su tutte le velocità. Infine

applicando il teorema della divergenza otteniamo

∂(νvj)

∂t
+

∂(ν vivj)

∂xi
+ ν

∂Φ
∂xj

= 0 (3.12)

dove vivj =
1
ν

∫
vivj f d3v.

L’equazione (3.12) appena trovata può essere riscritta in un modo diverso che ci per-

metterà di fare un’importante osservazione. Facciamo dunque la seguente operazione:

(3.12)− vj(3.11) (3.13)

ed introduciamo la seguente quantità:

σ2
ij = (vi − vi)(vj − vj) = vivj − vivj (3.14)

Quello che si ottiene è l’equivalente dell’equazione di Euler (vedi eq. (A.22b))

∂vj

∂t
+ vi

∂vj

∂xi
= −∂Φ

∂xj
− 1

ν

∂(νσ2
ij)

∂xi
(3.15)

L’aspetto interessante è dato dall’ultimo termine che è l’equivalente del termine di pres-

sione dell’equazione di Euler. Il termine −νσ2
ij è chiamato tensore di stress e descrive una
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pressione anisotropa. Come accennato nell’introduzione a questo capitolo, il campo di ve-

locità della materia non collisionale può fornire un supporto analogo a quello dato dalla

pressione per un fluido collisionale.

Le equazioni (3.11)-(3.12)-(3.15) sono un sistema di 7 equazioni. Il tensore di stress

è simmetrico, ed è pertanto sempre possibile scegliere un sistema di riferimento in cui è

diagonale. Le variabili indipendenti sono quindi le tre componenti del tensore di stress, il

campo Φ, la densità ν e le tre componenti della velocità media vi. Ho quindi 8 incognite e

7 equazioni. Il problema maggiore dell’equazione (3.15) è che non esiste un’equazione di

stato che colleghi il tensore di stress a ν. Per poter risolvere il sistema bisogna quindi fare

delle assunzioni circa la forma di σ2
ij.

3.3 Equilibrio di sistemi quasi sferici

In questo paragrafo studieremo un’applicazione delle leggi di Jeans trovate nel paragrafo

precedente. Più precisamente troveremo una relazione che ci permette di capire se una cer-

ta popolazione di oggetti sia in equilibrio o meno. É facile capire l’importanza che riveste

questo tipo di informazione. Come abbiamo visto nel Paragrafo A.5, una fluttuazione che

si sia staccata dal flusso di Hubble si comporta come un Universo chiuso e sembrerebbe de-

stinata a collassare in una singolarità, se non fosse per l’avvento di processi che instaurano

un equilibrio. Nel paragrafo precedente abbiamo visto che per la materia non collisionale

c’è il supporto del campo di velocità che fa le veci di una pressione. Ci si aspetta dunque

che una struttura cosmica oggi in equilibrio non lo sia stata nel passato. Mediante una

relazione che ci permette di identificare strutture in equilibrio possiamo pertanto testare la

teoria del collasso. Data l’importanza che tale relazione avrà nel seguito, per semplificare

essa sarà chiamata Equazione di Jeans, sebbene sia una formula derivata dalle equazioni di

Jeans.

Consideriamo l’equazione (3.5) scritta in coordinate sferiche (rimandiamo a Binney e

Tremaine (1987) per la derivazione completa). Prendendo i momenti dell’equazione così

ottenuta ricaviamo l’analogo della (3.15) scritta in coordinate sferiche. Poichè vogliamo

studiare un sistema in equilibrio, imponiamo che il sistema sia in stato stazionario, ovvero

vr = vθ = 0:
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d(νv2
r )

dr
+

ν

r

[
2v2

r −
(

v2
θ + v2

φ

)]
= −ν

dΦ
dr

(3.16)

Imponiamo ora un’ulteriore condizione, ovvero che il sistema sia invariante per rotazione

attorno al centro. Questo vuol dire che da qualunque punto osserviamo il sistema vediamo,

statisticamente parlando, le stesse strutture di densità e velocità. Abbiamo quindi

σ2
θ = σ2

φ (3.17)

dove abbiamo introdotto la dispersione in luogo della velocità per maggior generalità.

Infatti nel caso in cui il sistema di riferimento sia tale per cui non è soddisfatta la condizione

vr = vθ = 0, calcolare la dispersione di velocità è equivalente a mettersi nel sistema di

riferimento in cui vale la relazione appena citata. Possiamo allora definire il parametro di

anisotropia:

β = 1− σ2
t

σ2
r

(3.18)

dove σt indica la componente tangenziale, senza bisogno di precisare quale delle due sia

in virtù della relazione (3.17). Il parametro β è un indicatore del livello di anisotropia delle

orbite. Tale anisotropia può essere dovuta a diversi processi che hanno agito sulle nostre

osservabili. Pensiamo ad esempio ad attriti col gas, fenomeni di frizione dinamica (una

sorta di viscosità riguardante la DM), fenomeni mareali, infall. Studiare l’anisotropia di

un sistema serve dunque a capire quali processi, e in quale misura, hanno agito. General-

mente le strutture cosmiche si formano per il collasso delle perturbazioni ed è quindi lecito

aspettarsi che la componente radiale della dispersione di velocità sia maggiore di quella

tangenziale. Possiamo dunque riscrivere l’equazione (3.16):

1
ν

d(νσ2
r )

dr
+ 2

βσ2
r

r
= −dΦ

dr
(3.19)

Sostituendo l’espressione per il potenziale dΦ/dr = GM(r)/r2 si ottiene

M(r) = − rσ2
r

G

(
d ln ν

d ln r
+

d ln σ2
r

d ln r
+ 2β

)
Equazione di Jeans (3.20)
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Le particelle che soddisfano questa equazione sono dunque in equilibrio. Ma tale equazio-

ne può anche essere letta nel seguente modo: particelle in equilibrio sono dei traccianti del

potenziale, in quanto con la loro dinamica posso ricostruire il potenziale.

3.4 Il teorema del viriale

Nei precedenti paragrafi abbiamo ricavato delle relazioni per le quantità dello spazio delle

fasi. Abbiamo lavorato cioè con tutte le particelle componenti il sistema. Anche se riu-

scissimo a risolvere esattamente le equazioni (3.11)-(3.12)-(3.15), ci troveremmo con una

quantità di informazioni estremamente grande, mentre risulta più utile un’informazione

sulle proprietà globali del sistema. Questo ricorda la trattazione termodinamica, dove par-

tendo dalla dinamica delle particelle si vuole estrarre informazioni macroscopiche quali

la temperatura, pressione, ecc... Questo è proprio quello che faremo in questo paragra-

fo, trovando un’equazione che lega proprietà globali del sistema come l’energia cinetica e

l’energia potenziale.

Fin da quando abbiamo introdotto la funzione di distribuzione, abbiamo usato la de-

finizione per f di numero di particelle in un volume infinitesimo dello spazio delle fasi.

Tuttavia si sarebbe potuto scegliere un’altra definizione. Ad esempio la luminosità o la

massa contenuta in tale volume. Per quanto segue infatti la usiamo intesa come massa

contenuta nel volume dello spazio delle fasi, e pertanto possiamo identificare ν con ρ. Se

ora moltiplichiamo la (3.12) per xk e poi integriamo sulle variabili spaziali otteniamo

∫
xk

∂(ρvj)

∂t
d3x = −

∫
xk

∂(ρvivj)

∂xi
d3x−

∫
ρxk

∂Φ
∂xj

d3x (3.21)

L’ultimo termine è chiamato tensore dell’energia potenziale Wjk. Assumendo che la densi-

tà vada a 0 per distanze infinite, per il teorema della divergenza applicato al primo termine

del lato destro dell’equazione abbiamo:

∫
xk

∂(ρvj)

∂t
d3x = −

∫
ρvjvkd3x = 2Kjk (3.22)

dove Kjk è il tensore dell’energia cinetica. Tale tensore può essere scomposto in due termini

utilizzando l’equazione (3.14):
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Kjk = Tjk +
1
2

Πjk (3.23)

con

Tjk =
1
2

∫
ρvjvkd3x (3.24a)

Πjk =
∫

ρσ2
jkd3x (3.24b)

Chiamiamo Ajk il primo termine dell’equazione (3.22), e facciamo la seguente operazio-

ne di media:

Ajk + Akj

2
(3.25)

Poichè xk non dipende dal tempo possiamo portare fuori dall’integrale in Ajk la derivata

temporale, e poichè i tensori Wjk,Tjk e Πjk sono simmetrici, dall’operazione di media sugli

indici otteniamo

1
2

d
dt

∫
ρ(xkvj + xjvk)d3x = 2Tjk + Πjk + Wjk (3.26)

Se ora definiamo il tensore momento di inerzia nel seguente modo

Ijk =
∫

ρxjxkd3x (3.27)

si può dimostrare che (la dimostrazione, qui omessa, è riportata in Binney e Tremaine

(1987))

dIjk

dt
=

d
dt

∫
ρ(xkvj + xjvk)d3x (3.28)

Combinandola con la (3.26) otteniamo il teorema del viriale in forma tensoriale:

1
2

d2 Ijk

dt2 = 2Tjk + Πjk + Wjk (3.29)

Se ora facciamo la traccia delle equazioni (3.24) notiamo che Tr(T) + Tr(Π)/2 = K =

energia cinetica. Inoltre si può dimostrare che la traccia di Wij è l’energia potenziale del

sistema. Se imponiamo che il sistema sia in uno stato stazionario abbiamo che la derivata

seconda del momento di inerzia è nulla e quindi otteniamo

2K + W = 0 Teorema del viriale (3.30)
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3.4.1 L’energetica del collasso

In virtù della (3.30) abbiamo che se E è l’energia meccanica totale di un sistema allora

E = K + W = −K =
1
2

W (3.31)

Immaginiamo ora di avere un sistema inizialmente infinitamente esteso e a riposo, per cui

Ein = Kin = Win = 0 (3.32)

Il sistema poi collasserà e raggiungerà una situazione di equilibrio. In questa fase il sistema

è legato e pertanto avrà

0 < E f = −K f = W f /2 (3.33)

Metà dell’energia potenziale va ad aumentare l’energia cinetica del sistema e l’altra metà

viene irradiata: il sistema infatti per essere legato dovrà avere un’energia totale minore di

quella di partenza. Il sistema risultate avrà dunque un’energia di legame pari all’energia

cinetica:

Eb = −E = K (3.34)

3.5 Il rilassamento violento

Consideriamo il processo di collasso di una perturbazione iniziale che porta alla forma-

zione di una struttura cosmica come, ad esempio, un ammasso. Durante il collasso il

potenziale gravitazionale Φ varia drasticamente (a questa variazione rapida è dovuto il no-

me di rilassamento violento). L’energia meccanica totale per unità di massa ε cambierà di

conseguenza:

ε =
1
2

v2 + Φ(r, t) (3.35)

dε

dt
=

1
2

dv2

dt
+

dΦ
dt

= ~v · d~v
dt

+
∂Φ
∂t

+~̇r · ~∇Φ =
∂Φ
∂t

(3.36)

dove l’ultima uguaglianza deriva dall’equazione del moto ~̇v = −~∇Φ. Pensiamo ad una

situazione di formazione come quella illustrata nel Paragrafo 3.4.1, dove il sistema inizial-

mente ad energia nulla collassa e raggiunge una situazione di equilibrio dato dal teorema
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del viriale. Poichè l’equazione del moto di una particella nel potenziale gravitazionale

dell’ammasso è indipendente dalla massa (vedi equazione (3.36)), l’equilibrio è indipen-

dente dalla massa. Si può dimostrare (Sarazin (1986)) che all’equilibrio la funzione di

distribuzione è data dalla distribuzione di Maxwell-Boltzmann

f (~r,~v) ∝ exp
(
− ε

σ2
r

)
(3.37)

Tale distribuzione nello spazio delle fasi produce una distribuzione delle velocità gaussia-

na, ed è indipendente dalla massa. Notiamo che una distribuzione come la (3.37) darebbe

una massa infinita. Tuttavia essa vale solo nelle zone in cui si è instaurato l’equilibrio, per

cui a grandi distanze dal centro dell’ammasso non è più valida.

3.6 Frizione dinamica

Considerando strutture di sola DM non ci si aspetterebbero fenomeni di attrito, in quanto

tale componente è non collisionale. Un attrito viscoso, come quello che avremmo in pre-

senza di gas, in effetti non agisce sulla componente di materia oscura. Tuttavia agisce un

meccanismo che produce effetti analoghi a quelli del classico attrito fluidodinamico, seb-

bene abbia una natura totalmente differente. Tale meccanismo prende il nome di frizione

dinamica. In questo paragrafo vedremo quali sono i processi che danno luogo a questo

fenomeno, mentre nel capitolo ?? invocheremo la frizione dinamica per spiegare alcuni

fenomeni osservati nelle simulazione analizzate.

Vogliamo studiare le forze che agiscono su un corpo di massa M immerso in una popo-

lazione di particelle non collisionali di massa m. Consideriamo innanzitutto l’interazione

tra il corpo M ed una singola particella di massa m. Tali oggetti e si muovono di moto

rettilineo uniforme ed hanno parametro d’impatto b. Se ora ci mettiamo nel sistema di

riferimento di M vedremo una situazione come quella di figura 3.1. É facile calcolare la

variazione della componente parallela e perpendicolare della velocità. Ometteremo i conti

(si possono trovare in Binney e Tremaine (1987)), e ci concentreremo sul risultato e sulle

sue implicazioni.

Poichè la forza gravitazionale è solo attrattiva, la velocità di M subirà una variazione di

velocità negativa nel senso del moto. Se ora pensiamo di immergere M in un mare di parti-

celle m, possiamo pensare che le componenti della variazione di velocità perpendicolari al

moto si medino a zero. Quello che rimane è una variazione di velocità negativa nel senso
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M
m

Figura 3.1: Schema dell’interazione gravitazionale tra due corpi.

del moto, ovvero una decelerazione. Il corpo M sente quindi l’equivalente di una forza di

resistenza che agisce nel verso del suo moto. Questa forza è chiamata frizione dinamica,

ed ha la seguente espressione:

d~vM

dt
= −4π ln(Λ)G2ρM

v3
M

[
er f (X)− 2X√

πe−X2

]
~vM (3.38)
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Struttura e dinamica degli ammassi di galassie

Gli ammassi di galassie sono i sistemi virializzati più grandi che osserviamo nell’Universo.

Principalmente essi sono costituiti di dark matter, che costituisce circa l’80% della loro

massa totale (Rasia, Tormen e Moscardini (2004)). Questa componente non è direttamente

osservabile, e pertanto ci serve uno strumento che permetta di confrontare le osservazioni

con i modelli teorici. Le simulazioni sono attualmente uno strumento efficace per questo

confronto. Possiamo infatti studiare il comportamento della componente oscura così come

della materia barionica. Siamo quindi in grado di capire in che modo dagli osservabili

possiamo trarre informazioni sulla distribuzione di tutta la materia, così come capire quali

processi dinamici agiscono all’interno degli ammassi.

4.1 L’azione dello stripping mareale

La densità numerica normalizzata alla densità numerica entro il raggio viriale ci dà una

prima idea della differenza che intercorre tra la distribuzione della DM e quella delle sotto-

strutture. Infatti, come vedremo meglio in seguito, è al centro di quest’ultime che pensiamo

ci siano le galassie, ovvero gli osservabili. In Figura 4.1 osserviamo un tipico andamento

(vedi Diemand, Moore e Stadel (2004), Gao et al. (2004), Ghigna et al. (1998), Nagai e Kra-

vtsov (2005), Gao et al. (2008)) dove si può notare l’appiattimento a piccole distanze dal

centro della distribuzione delle sottostrutture rispetto alla DM.

Il meccanismo di distruzione mareale può essere utilizzato per spiegare queste differenze.

Tale meccanismo è più efficace nelle zone interne (vedi lavori sopra citati) e questo porta

35
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Taylor et al. (2004), which predict a considerably more radi-
ally concentrated distribution of subhalos than is observed in
simulations.

5. DISSIPATIONLESS SIMULATIONS

In this section we present the analyses of the dissipationless
simulations to study the radial distribution of subhalos and how
it depends on the selection criteria used to define the subhalo
sample. Figure 3 shows the radial number density profiles
normalized to the mean number density of subhalos within the
virial radius in the HR N-body run. The four panels show the
radial distribution of subhalos with different selection criteria.
The top panels show the profile where the subhalos are selected
using the present-day values of the subhalo mass, M 0, and the
maximum circular velocity, V 0

m. The bottom panels show the
profiles where the values at the time of accretion onto the cluster
are used. These values are obtained from evolutionary tracks
of each subhalo constructed as described by Kravtsov et al.
(2004b). We define the accretion epoch as the time at which a
halo’s distance to the most massive cluster progenitor first be-
comes smaller than 1.5 of its virial radius (at this epoch).

The profiles are constructed by stacking 40 outputs between
z ¼ 0:25 and z ¼ 0 to increase the statistics and reduce fluctu-
ations. We also checked that the results are not biased by the
stacking procedure by checking that the profiles do not evolve
at z < 0:25. Although in general the density structure and sub-
halo population may evolve over such time interval, the cluster
we use experienced the last major merger at z " 0:6 and is in
equilibrium at z < 0:25. Throughout the paper, the error bars
indicate a 1 ! Poisson error defined by the number of objects in
each bin. Note, however, that the plotted error bars do not
represent the scatter that exists from one cluster to another,
because the 40 outputs used here are clearly highly correlated.
Here and throughout we normalize all profiles to the mean
density within the virial radius because this allows unambigu-

ous comparison of radial distributions of DM and of halos of
different masses. As we discussed above, we use the highest
density peak within the cluster as the cluster center. The central
galaxy would thus provide a trivial contribution of a single
galaxy to the central radial bin. Moreover, the contribution of
the central galaxy is usually excluded in observations. We thus
do not take the central galaxy into account when we construct
radial profiles of subhalos and galaxies.
We show each selection using three values of threshold mass

or circular velocity. The values of the circular velocity thresh-
olds are chosen to match the corresponding mass thresholds
approximately. The shape of the profiles does not depend on the
subhalo mass and is significantly shallower than the DM dis-
tribution for all mass thresholds. This is consistent with the
results of Diemand et al. (2004).
The more extended distribution of subhalos compared to the

DM in this case is simply due to the fact that the subhalos in the
inner regions have on average suffered larger tidal mass loss
than the halos near the virial radius. Figure 4 shows the frac-
tional mass loss and the change in V 5

max experienced by each
subhalo since the epoch when it reached the maximum mass,
Mmax, in its evolution. The scatter for individual objects is large
and non-Gaussian and is due to the wide distribution of ac-
cretion times and orbital parameters of subhalos. Nevertheless,
there is a clear average trend of increasing mass loss at smaller
radii. For instance, the halos within 0.3rvir on average have lost
more than 70% of their mass since accretion. At r > 0:5rvir the
halos on average lose only P40% of their mass. Note also that
the tidal mass loss is also accompanied by a slow decrease in

Fig. 3.—Radial distribution of subhalos for samples with different selection
criteria. Top panels: The subhalos are selected using the present-day values of
the subhalo total mass M 0 (left) and the maximum circular velocity V 0

m (right).
Bottom panels: The subhalos are selected using the subhalo mass M acc (left)
and the maximum circular velocity V acc

m (right) at the time of accretion. In each
panel the subhalos in the three samples were selected using either the mini-
mum mass thresholds of M=Mvir > 10#4 (dotted lines), greater than 10#3

(dashed lines) and greater than 2 ; 10#3 (long-dashed lines), or the corre-
sponding values of the circular velocity: Vm > 60 km s#1 (dotted lines),
greater than 128 km s#1 (dashed lines), and greater than 162 km s#1 (long-
dashed lines). The profiles are constructed by stacking 40 outputs of the HR
N-body run between z ¼ 0:25 and z ¼ 0. The error bars are the 1 ! Poisson
errors, and the central galaxy is not included in the first bin of the profiles.

Fig. 2.—Convergence test for the radial distribution of subhalos in the
same cluster as in Fig. 1. Number density profiles of subhalos normalized to
the number density within the virial radius, n(r)/hnviri, in the HR (dotted line)
and LR (dashed line) N-body runs for subhalos with masses M=Mvir > 10#4.
The solid line shows the DM profile normalized to the virial overdensity. The
figure shows that the convergence for the radial distribution of subhalos is
reached, as the profiles are similar in LR and HR runs.

NAGAI & KRAVTSOV560 Vol. 618

Figura 4.1: Profilo radiale della densità numerica normalizzata alla densità numerica entro il raggio

viriale. La linea continua rappresenta la dark matter, mentre i punti sono le sottostrutture, estratte

da due run a diversa risoluzione. Da Nagai e Kravtsov (2005)

ad una differenza rispetto alla distribuzione del background. Il profilo delle sottostrutture

risulta essere ben tracciato da un profilo isotermo con un core (Diemand, Moore e Stadel

(2004)):

n(r) = 2nH [1 + (r/rH)
2]−1 (4.1)

dove nH è la densità numerica relativa ad un raggio scala rH, che risulta essere pari a

0.37rvir. La distribuzione della densità numerica della DM è invece ben rappresentata da

un profilo Navarro-Frenk-White (Navarro, Frenk e White (1996), Ghigna et al. (1998), Rasia,

Tormen e Moscardini (2004)), NFW nel seguito:

n(r) =
n0

(cr/r200)(1 + cr/r200)2 (4.2)

dove c è il parametro di concentrazione.

Il meccanismo di distruzione mareale presenta numerose conferme. Diemand, Moore e

Stadel (2004) hanno studiato la dispersione di velocità per sei cluster simulati. In Figura 4.2

riportiamo la dispersione di velocità 3D ed il parametro di anisotropia trovato dagli autori.

Possiamo notare come fino a 0.4rvir le sottostrutture abbiano una dispersione 3D maggiore

delle particelle di DM di background. Se definiamo un parametro di bias b = σsub/σDM per

poter valutare le differenze tra il comportamento della dark matter e delle sottostrutture,
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Figure 3. Substructure properties of the six clusters. Only haloes with at least 32 bound particles are considered. (a) Cumulative mass functions of substructure

within rvirial. (b) Inner cumulative mass functions, including haloes within 0.5 rvirial. (c) Cumulative number of subhaloes as a function of their circular velocity.

(d) 3D velocity dispersion of subhaloes (circles) and dark matter background (squares) as a function of radius. Averages over all six cluster profiles, normalized

to the maximum circular velocity. Error bars show the scatter between the clusters. Poisson errors due to small number of subhaloes per bin are smaller than

0.05 and are not included. The average of the anisotropy parameter β = 1 − 0.5σ 2
t /σ

2
r is also plotted for the subhaloes (circles) and the particles (squares).

The particles are on slightly more radial orbits than the subhaloes. The dotted lines are fitting functions, see the text for details.

b = 1.25 ± 0.08. The velocity bias of all subhaloes within the virial

radius b = σ sub/σ DM is b = 1.11 ± 0.04. The plotted and quoted

errors are the scatter in our sample of six clusters and they are much

larger than the Poisson noise in the estimated values of σ sub.

A negative velocity bias was first considered by Carlberg &

Couchman (1989) as a possible way of reconciling low cluster

masses with a high matter density universe. Hints for positive bias

(b > 1) were found by Ghigna et al. (1998) and also Colin et al.

(2000) who combined 12 clusters containing 33–246 resolved sub-

haloes to obtain a sufficiently large subhalo sample. The first sim-

ulation with sufficient resolution (approximately 5 × 106 particles

within the virial radius) to construct a reliable subhalo velocity dis-

persion profile from one object was analysed in Ghigna et al. (2000).

They found b = 1.2–1.3 in their innermost bin, which goes from

0 to 0.25 rvirial, and a small (<1.10) positive bias for the entire

cluster.

The bias is independent of subhalo mass, for example including

only haloes above 5 × 10−5 M virial (979 subhaloes or approximately

8 per cent of the subhaloes with N ! 32) also gives b = 1.11 ±
0.04. And for haloes above 10−4 M virial (only 474 haloes or 4 per cent)

b = 1.10 ± 0.05. The velocity bias does not depend on resolution:

in the radial range from 0.1 to 0.4 rvirial the values lie within b =
1.16 and 1.25 for all simulations of cluster D and there is no clear

trend with resolution.

3.3.2 Anisotropy of subhalo velocities

In the radial and tangential velocity dispersions the bias is very

similar as in the three dimensional dispersion. This can also be

seen from the anisotropy parameter β = 1−0.5σ 2
t /σ

2
r , (Fig. 3d): the

anisotropy is very similar for subhaloes and background particles,

only in the inner region the subhalo velocities are slightly more

isotropic than those of the particle background. From r = 0 to rvirial

the anisotropy β grows roughly linear with radius: β # 0.35r . For

the average particle anisotropy β # 0.35r 1/3 seems to fit the data

better.

3.3.3 Subhalo dynamics

Here we investigate if the spatial and velocity distribution can be a

steady-state solution of the collisionless Boltzmann equation (CBE)

or if a supply of infalling structures is needed to maintain the state of

the system observed at z = 0. We neglect the small anisotropy and

assume spherical symmetry, then the integral of the second moment

of the CBE, the Jeans Equation (Binney & Tremaine 1987), reads

ρsub(r )σ 2
r ,sub(r ) =

∫ c

r

ρsub(r )
G M(r )

r 2
dr , (2)

C© 2004 RAS, MNRAS 352, 535–546

Figura 4.2: Dispersione di velocità 3D per le sottostrutture (cerchi) e per la DM (quadrati) in

funzione della distanza dal centro dell’ammasso. I dati sono ottenuti come media tra 6 simulazioni.

Viene mostrato anche il profilo del parametro di anisotropia. Viene qui usata una definizione

leggermente divera: β = 1− 0.5σ2
t /σ2

r . Da Diemand, Moore e Stadel (2004)

per i dati di Figura 4.2 si trova b = 1.25± 0.08 entro 0.4rvir. Entro il raggio viriale abbiamo

invece b = 1.11 ± 0.04. In particolare gli autori sottolineano che il bias è indipendente

dalla massa dei sub. Infatti selezionando solo le sottostrutture che risiedevano in un certo

range di massa, gli autori hanno trovato valori quasi uguali del parametro di bias. I valori

del parametro di bias sono sostanzialmente in accordo con quanto trovato in Gill et al.

(2004). Per quanto riguarda il parametro β (vedi paragrafo 3.3), possiamo notare come esso

suggerisca che le orbite siano leggermente tangenziali, con le particelle di DM leggermente

più radiali delle sottostrutture. All’aumentare della distanza dal centro le orbite, sia della

DM che delle sottostrutture, tendono a divenire più radiali. Analoghi risultati sono stati

ottenuti in Gill et al. (2004).

In Figura 4.3 notiamo che la distribuzione di velocità della DM ha un profilo maxwel-

liano (vedi paragrafo 3.5), mentre le sottostrutture presentano un eccesso alle alte velocità.

Le sottostrutture lente restano infatti più tempo nelle zone interne dell’alone, dove le per-

turbazioni mareali sono più intense, e pertanto subiscono per più tempo l’azione mareale

e vengono distrutte. Da cui il minor numero di sottostrutture a bassa velocità. Questo

ben si raccorda con le considerazioni fatte per il profilo di Figura 4.1. Tale meccanismo ci

consente anche di spiegare la maggior dispersione di velocità delle sottostrutture rispetto

alla DM nelle zone interne vista in Figura 4.2: gli aloni più veloci restano meno nelle zone
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where c gives the size of the system, ρ sub and σ rsub are the density

and the one-dimensional dispersion of the subhaloes and M(r) is

the cumulative total mass. A similar equation for the dark matter

background is obtained by using density and dispersion of the dark

matter instead.

The six clusters can be approximated as NFW profiles (Navarro,

Frenk & White 1996) with a mean concentration of approximately

cNFW = 7 (see Diemand et al., in preparation). Using this average

dark matter density profile the σ 2
r,DM(r ) from equation (2) fit the

measured values (Fig. 3) very well. For the radial density profile of

the subhaloes we use equation (1), with r H = 2/3r vc,max, the mean

of r vc,max is approximately 0.57rvirial. The expected bias is

bth =
σr ,sub(r )

σr ,DM(r )
=

[

ρDM(r )

ρsub(r )

∫ c

r
ρsub(r )[G M(r )/r 2] dr

∫ c

r
ρDM(r )[G M(r )/r 2] dr

]1/2

. (3)

We use a cut-off at c = 2r virial, at this radius the slopes of ρ sub and

ρDM become similar and the bias should vanish. Fig. 4 shows the

predicted and measured velocity bias and simple power-law fit to

the measured average velocity bias: bfit = 1.12 × (r/r virial)
−0.1. b th

is very close to the measured velocity bias, just in the inner region

b th is too large. This means that the subhalo-background system is

close to a steady-state equilibrium configuration.

Therefore, we expect the non-equilibrium processes to be sub-

dominant. The net infall of subhaloes can be quantified from the

asymmetry of the radial velocity distribution of subhaloes near the

virial radius: the distributions are symmetric in the inner and outer

part of the clusters and there is no net infall of subhaloes at z =
0. Another non-equilibrium process is the disruption of subhaloes.

The fraction of subhaloes that are disrupted is small (see also Sec-

tion 3.4), approximately 0.02 Gyr−1 for subhaloes with N ! 100. In

the inner 40 per cent of the halo the fraction is bigger, approximately

0.13 Gyr−1. This could be the reason why the steady-state solution

overpredicts the velocity bias near the centre.

3.3.4 Higher moments of the velocity distribution

In the previous subsection we found that the second moment of the

subhalo velocity distribution is consistent with a steady-state solu-
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tion, where the subhaloes have a spatial antibias. Now we consider

the next higher moments of the velocity distributions of subhaloes

and particle background. In the radial range where the velocity bias

is large (0.1–0.4 r virial) the shapes of these velocity distributions are

very different (Fig. 5). There are many less subhaloes with small

velocities (top panel), also the fraction of subhaloes with low ve-

locity components is smaller for the particles (bottom panel). While

the particle velocity distribution is close to a Maxwellian, this is

not true for the subhaloes. The subhalo velocity histogram is flat-

topped, it has smaller fourth moment than the Maxwell distribution,

i.e. a negative kurtosis k = 〈v4〉/〈v2〉2 − 3 = −0.7. We also calcu-

lated the first two non-trivial, even2 Gauss–Hermite moments h4, h6

(Gerhard 1993). In this radial range (0.1–0.4 r virial) we obtain h4 =
−0.068 and h6 = 0.0013. The advantage of Gauss–Hermite mo-

ments over simple higher-order moments is that they are not very

sensitive to the wings of the distribution. In galaxy clusters these

outer parts of the distribution are hard to determine exactly due to

interlopers (van der Marel et al. 2000).

In Fig. 6 we plot the velocity histogram further out (0.5 rvirial to

rvirial). Now the second moments of the particle and subhalo ve-

locities are much closer (b = 1.10), but the shapes of the velocity

distributions of subhaloes and particles are still different: k =−0.60,

h4 = −0.031 and h6 = −0.025. For all subhaloes within rvirial we

find b = 1.11, k = −0.48, h4 = −0.034 and h6 = −0.012.

2 The odd moments are zero for symmetric functions.
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Figura 4.3: Distribuzione di velocità per le sottostrutture (cerchi) e per le particelle di DM (qua-

drati). Le velocità sono normalizzate alla velocità circolare massima di ogni cluster. Da Diemand,

Moore e Stadel (2004)

interne e pertanto sono meno soggetti alla distruzione mareale.

Tale distruzione avviene mediante lo stripping di materia principalmente nelle zone

esterne della sottostruttura. Ghigna et al. (1998) hanno infatti trovato una correlazione tra

la dimensione delle sottostrutture e la loro posizione. In particolare tali dimensioni de-

crescono muovendosi verso il centro dell’ammasso. Questo fenomeno risulta ben evidente

a z=0 ma meno a z=0.5 poichè le strutture in accrescimento risiedono nelle parti esterne

dell’alone dove le forze mareali sono meno intense.

Nagai e Kravtsov (2005) hanno condotto uno studio per determinare la perdita di mas-

sa dovuta allo stripping mareale. In Figura 4.4 gli autori hanno rappresentato la perdita

di massa frazionaria e il cambiamento in v5
max subita dalle sottostrutture dall’epoca in cui

hanno raggiunto la massa massima Mmax. Nonostante il grande scatter, dovuto all’eteroge-

neità delle strutture del campione, osservando le quantità mediate si nota un chiaro trend

di perdita di massa a piccoli raggi. Definiamo l’epoca di accrescimento come il momento

in cui la distanza di una sottostruttura dal progenitore più massivo dell’ammasso diventa

per la prima volta minore di 1.5 volte il raggio viriale a quell’epoca. Possiamo osservare

che gli aloni entro 0.3rvir hanno in media perso più del 70 % della loro massa dall’accre-

scimento. A distanze maggiori di metà raggio viriale gli aloni in media perdono meno

del 40% della loro massa. Dal grafico sopra citato possiamo anche notare che la perdita in

massa è accompagnata da una decrescita in vmax. Questo è importante nel momento in cui

si selezionano delle strutture sulla base della loro massa. Il campione è infatti affetto da un

bias radiale dovuto a questa differente perdita di massa. Poichè in Figura 4.4 è illustrata
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Vmax (see also Tormen et al. 2004; Kravtsov et al. 2004b). Mass-
based selection thus biases the subhalo sample to large radii
where the tidal stripping has depleted the number of objects in a
given mass range to a lesser degree.

Figure 3 shows that the bias introduced by selecting subhalo
samples using circular velocity thresholds, V 0

m, is smaller than
in the selection based on mass. The bias is expected in this case
because circular velocity evolves when a halo experiences tidal
loss as Vm / M 0:2!0:25 (Kravtsov et al. 2004b). The average
relation between circular velocity and mass for isolated halos is
Vm / M 0:3 (e.g., Avila-Reese et al. 1999; Bullock et al. 2001).
The mass evolution would thus tend to shift the halos off the
relation. Indeed, we find that the normalization of the M-Vm

relation changes for the smaller cluster-centric distances, al-
though the slope of the relation is approximately constant. The
slower evolution of the maximum circular velocity compared
to mass means that when it is used to select subhalos the radial
bias is smaller.

If the radial bias is due solely to the varying amount of
mass loss at different radii, we can expect it to be considerably
smaller if we select subhalos using their mass or circular ve-
locity at the time of accretion (i.e., not modified by the tidal
stripping yet). The bottom panels of Figure 3 show the radial
distribution of subhalos for such selections. It is clear that the
subhalo radial profiles in this case are rather similar to the DM
profile at rk 0:2rvir. The mass measured at the accretion thus
provides a ‘‘label’’ for each object, which is not affected by the
subsequent tidal mass loss and evolution. Note that we can still
expect a certain bias because a larger fraction of subhalos is
fully disrupted by tides at small radii. We cannot compensate
for the absence of the disrupted subhalos with the change of
selection criteria for halos that survived to z ¼ 0. We checked
that the results are relatively insensitive to the definition of time
of accretion, as long as subhalos are selected on the basis of

their mass and Vm well before entering into the cluster virial
region. Note, however, that Mmax is, on average, larger than
Macc by about 20%–30% within the virial radius of the cluster,
indicating that the subhalos lose some fraction their mass even
before accreting onto the virial region of the cluster (Gnedin
2003; Kravtsov et al. 2004b).

Our results therefore indicate that the bias in the radial dis-
tribution of subhalos with respect to DM arises simply as the
result of the radial dependence of the effects of tidal stripping. It
is minimized if we use a property of halos unaffected by the
evolution. In dissipationless simulations such properties can be
computed at the actual time of accretion only if the evolution of
a halo is traced in time. Unfortunately, the halo properties at the
time of accretion are not observable in reality. In the next sec-
tion we show that the stellar mass is an observable with similar
properties. The stellar mass of an object should change little
until it is almost fully destroyed by tides because stars are lo-
cated in the centers of halos and are tightly bound. We can
expect, therefore, that stellar mass should correlate well with
the mass and circular velocity at the time of accretion and that
the distribution of galaxies selected using stellar mass (or lu-
minosity) should be more similar to that of DM.

We should note that it is not obvious that in the absence of
tidal disruption and evolution the profiles of subhalos should
have the same shape as the DM profile. In fact, given that the
spatial distribution of halos is in general biased with respect
to the distribution of DM, one could expect differences in the
radial distribution of subhalos as well. Nevertheless, Gao et al.
(2004a) show that the radial distribution of galactic halos in
clusters matches that of the DM when tidal disruption is in-
significant. It is therefore reasonable to assume that any dif-
ferences between the DM and galaxy and subhalo profiles are
indeed due to the dynamical evolution of the latter.

6. GASDYNAMICS SIMULATIONS

6.1. Radial Distribution of Subhalos

In this section we consider the effects of gas cooling and star
formation on the abundance and radial distribution of sub-
halos. Figure 5 compares the radial distribution of subhalos with
M=Mvir > 10!4 and 2 ; 10!3 in the N-body and gasdynamics
simulations of the same cluster. These profiles are constructed
by stacking five (nine) outputs between z ¼ 0:25 and z ¼ 0 for
N-body (gasdynamics) simulation. The radial distribution of
subhalos in the N-body and gasdynamics simulations are re-
markably similar.3 This indicates that the gas cooling has rel-
atively little effect on the survival and radial distribution of
subhalos. Although cooling can clearly help survival of sub-
halos in lower resolution simulations, the halos in our N-body
simulations are apparently sufficiently dense to avoid prema-
ture disruption. Given the results of the recent studies of the
causes of the overmerging problem (e.g., Moore et al. 1996;
Klypin et al. 1999), this is not surprising. Gas cooling signifi-
cantly affects mass distribution only in the inner few percent of
the virial radius of the subhalos, while the survival is largely
determined by the halo density within the radius of Vmax (#2rs),
just outside the affected regions. Although the inclusion of gas
cooling does not affect the survival of subhalos at most radii,
it does enhance the survival of subhalos in the cluster core

Fig. 4.—Fractional mass loss and the change in V 5
max between the epochs

when each subhalo has reached the maximum mass, Mmax, and z ¼ 0 as a
function of the distance to the cluster center in the HR N-body run. The dots
show the mass loss experienced by individual subhalos, while the filled circles
show the median values in logarithmic radial bins. The triangles shows the
same for the change in the fifth power of Vmax. Halos at smaller radii have on
average experienced considerably more stripping than subhalos at larger radii.
The tidal mass loss is also accompanied by the decrease in Vmax.

3 Although we plot profiles normalized to hnviri to compare to the DM
profile, the values of hnviri are the same in the gasdynamics and dissipationless
run, as can be seen in Fig. 1. The unnormalized profiles do match in the same
way as in Fig. 5.
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Figura 4.4: Perdita frazionaria di massa e dipendenza radiale di v5
max, tra le epoche in cui ogni

sottostruttura ha raggiunto la massa massima Mmax e z=0. I punti sono i valori di perdita di massa

dei singoli subaloni, mentre i cerchi grossi mostrano il valore mediano nel bin. I triangoli sono

la mediana dei valori del cambiamento nella quinta potenza della velocità massima. Da Nagai e

Kravtsov (2005)

la variazione della quinta potenza di vmax, possiamo capire come vmax sia meno sensibile

allo stripping mareale. Pertanto selezionare le strutture in base a vmax permette di avere

un campione meno affetto da tale bias. In Figura 4.5 si vede infatti come selezionando

il campione in base alla velocità abbiamo un accordo migliore col profilo di DM rispetto

alla selezione basata sulla massa. Questo effetto è meno visibile, anche selezionando in

massa, se andiamo all’epoca dell’accrescimento, poichè non ci sono stati ancora fenomeni

di stripping. Un certo bias nelle zone più interne è ancora presente in quanto in queste

zone l’azione di distruzione mareale è molto intensa. Gli autori osservano anche che Mmax

è circa 20-30% maggiore della massa all’accrescimento, indicando che le sottostrutture per-

dono massa anche prima dell’accrescimento entro la regione virializzata. Tutto ciò mette

in evidenza la dipendenza radiale del meccanismo di stripping.

Un evidente esempio del meccanismo di distruzione mareale è visibile in Figura 4.6

dove gli autori (Gill et al. (2004)) hanno rappresentato il numero di sottostrutture entro

il raggio viriale dei rispettivi aloni al tempo di formazione, in funzione del tempo, di-

stinguendo il numero di sottostrutture entrate nell’alone (linea sottile) ed il numero di
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Taylor et al. (2004), which predict a considerably more radi-
ally concentrated distribution of subhalos than is observed in
simulations.

5. DISSIPATIONLESS SIMULATIONS

In this section we present the analyses of the dissipationless
simulations to study the radial distribution of subhalos and how
it depends on the selection criteria used to define the subhalo
sample. Figure 3 shows the radial number density profiles
normalized to the mean number density of subhalos within the
virial radius in the HR N-body run. The four panels show the
radial distribution of subhalos with different selection criteria.
The top panels show the profile where the subhalos are selected
using the present-day values of the subhalo mass, M 0, and the
maximum circular velocity, V 0

m. The bottom panels show the
profiles where the values at the time of accretion onto the cluster
are used. These values are obtained from evolutionary tracks
of each subhalo constructed as described by Kravtsov et al.
(2004b). We define the accretion epoch as the time at which a
halo’s distance to the most massive cluster progenitor first be-
comes smaller than 1.5 of its virial radius (at this epoch).

The profiles are constructed by stacking 40 outputs between
z ¼ 0:25 and z ¼ 0 to increase the statistics and reduce fluctu-
ations. We also checked that the results are not biased by the
stacking procedure by checking that the profiles do not evolve
at z < 0:25. Although in general the density structure and sub-
halo population may evolve over such time interval, the cluster
we use experienced the last major merger at z " 0:6 and is in
equilibrium at z < 0:25. Throughout the paper, the error bars
indicate a 1 ! Poisson error defined by the number of objects in
each bin. Note, however, that the plotted error bars do not
represent the scatter that exists from one cluster to another,
because the 40 outputs used here are clearly highly correlated.
Here and throughout we normalize all profiles to the mean
density within the virial radius because this allows unambigu-

ous comparison of radial distributions of DM and of halos of
different masses. As we discussed above, we use the highest
density peak within the cluster as the cluster center. The central
galaxy would thus provide a trivial contribution of a single
galaxy to the central radial bin. Moreover, the contribution of
the central galaxy is usually excluded in observations. We thus
do not take the central galaxy into account when we construct
radial profiles of subhalos and galaxies.
We show each selection using three values of threshold mass

or circular velocity. The values of the circular velocity thresh-
olds are chosen to match the corresponding mass thresholds
approximately. The shape of the profiles does not depend on the
subhalo mass and is significantly shallower than the DM dis-
tribution for all mass thresholds. This is consistent with the
results of Diemand et al. (2004).
The more extended distribution of subhalos compared to the

DM in this case is simply due to the fact that the subhalos in the
inner regions have on average suffered larger tidal mass loss
than the halos near the virial radius. Figure 4 shows the frac-
tional mass loss and the change in V 5

max experienced by each
subhalo since the epoch when it reached the maximum mass,
Mmax, in its evolution. The scatter for individual objects is large
and non-Gaussian and is due to the wide distribution of ac-
cretion times and orbital parameters of subhalos. Nevertheless,
there is a clear average trend of increasing mass loss at smaller
radii. For instance, the halos within 0.3rvir on average have lost
more than 70% of their mass since accretion. At r > 0:5rvir the
halos on average lose only P40% of their mass. Note also that
the tidal mass loss is also accompanied by a slow decrease in

Fig. 3.—Radial distribution of subhalos for samples with different selection
criteria. Top panels: The subhalos are selected using the present-day values of
the subhalo total mass M 0 (left) and the maximum circular velocity V 0

m (right).
Bottom panels: The subhalos are selected using the subhalo mass M acc (left)
and the maximum circular velocity V acc

m (right) at the time of accretion. In each
panel the subhalos in the three samples were selected using either the mini-
mum mass thresholds of M=Mvir > 10#4 (dotted lines), greater than 10#3

(dashed lines) and greater than 2 ; 10#3 (long-dashed lines), or the corre-
sponding values of the circular velocity: Vm > 60 km s#1 (dotted lines),
greater than 128 km s#1 (dashed lines), and greater than 162 km s#1 (long-
dashed lines). The profiles are constructed by stacking 40 outputs of the HR
N-body run between z ¼ 0:25 and z ¼ 0. The error bars are the 1 ! Poisson
errors, and the central galaxy is not included in the first bin of the profiles.

Fig. 2.—Convergence test for the radial distribution of subhalos in the
same cluster as in Fig. 1. Number density profiles of subhalos normalized to
the number density within the virial radius, n(r)/hnviri, in the HR (dotted line)
and LR (dashed line) N-body runs for subhalos with masses M=Mvir > 10#4.
The solid line shows the DM profile normalized to the virial overdensity. The
figure shows that the convergence for the radial distribution of subhalos is
reached, as the profiles are similar in LR and HR runs.
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Figura 4.5: Distribuzione radiale delle sottostrutture per campioni selezionati con diversi criteri.

Pannelli superiori: le sottostrutture sono selezionate usando i valori attuali della massa totale delle

sottostrutture M0 (a sinistra) e della massima velocità circolare v0
m (a destra). Pannelli inferiori: Le

sottostrutture sono selezionate utilizzando la massa Macc (a sinistra) e la massima velocità circolare

vacc
m all’epoca dell’accrescimento. Da Nagai e Kravtsov (2005)

sottostrutture effettivamente sopravvissute (linea spessa). Possiamo notare come sistemati-

camente le strutture sopravvissute siano in costante diminuzione rispetto al numero totale

di sottostrutture. Infatti maggiore è il tempo trascorso nell’alone e più a lungo hanno agito i

meccanismi di distruzione mareale. Gli autori evidenziano il fatto che non vi sembra essere

una forte correlazione tra il tasso di distruzione e la massa o l’età di formazione dell’alone

principale. Infatti in Figura 4.7 riportano il rapporto tra il numero di sottostrutture distrut-

te e il numero totale di sottostrutture entro il raggio viriale dei rispettivi aloni, in funzione

del tempo. Le curve suggeriscono un andamento comune per tutti gli aloni analizzati, e

la pendenza di tale andamento può essere interpretata come il tasso di distruzione delle

sottostrutture.
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Gli autori hanno condotto uno studio sul tipo di orbite delle sottostrutture. Quello che

emerge dalla loro analisi è che le sottostrutture distrutte risiedono preferenzialmente su

orbile circolari, mentre quelle che sopravvivono hanno eccentricità maggiori. Poichè i pe-

ricentri di entrambi i tipi di sottostrutture sono molto simili, l’orbita maggiormente circo-

lare delle sottostrutture distrutte implica che quest’ultime restino più tempo nelle regioni

interne dove l’azione di distruzione mareale è più intensa.

Quanto fin’ora discusso riguarda simulazioni di sola DM. Andremo invece ora a vede-

re cosa cambia inserendo la componente barionica, ovvero gas e stelle. In Rasia, Tormen e

Moscardini (2004) gli autori testano la bontà del profilo NFW (equazione (4.2)) con l’intro-

duzione del gas. L’effetto risultante dall’introduzione di questa componente è di concen-

trare maggiormente la distribuzione. Il parametro c aumenta di circa il 10% (cDM ' 6.0,

cSPH ' 6.5) , valore comparabile alla frazione barionica della simulazione. In Dolag et al.

(2009) viene confermato questo risultato, e si sottolinea come l’introduzione del raffredda-

mento dovuto a processi radiativi aumenti ulteriormente la concentrazione. La spiegazione

di questo incremento nella concentrazione può essere trovata nel diverso contenuto ener-

getico di DM e gas. Durante l’accrescimento nel cluster, la natura collisionale dell’ICM

dminuisce il tasso di infall del gas rispetto a quello della DM. A causa di questo ritardo, il

gas sente un campo gravitazionale leggermente più intenso e quindi acquisisce un’energia

ulteriore a spese della DM. L’energia persa dalla DM permette all’alone di comprimersi

ulteriormente ed aumentare quindi la concentrazione rispetto al caso puramente non col-

lisionale. Gli autori evidenziano come con l’aggiunta del gas la NFW descriva in modo

addirittura migliore la densità numerica. Eventuali allontanamenti dal profilo NFW che si

possono riscontrare non sono da imputare quindi all’aggiunta del gas, ma al venir meno

delle condizioni sotto cui è stata costruita la NFW, ovvero sistema rilassato ed isolato.

Gao et al. (2004) hanno utilizzato simulazioni studiando il comportamento della DM,

delle sottostrutture e delle galassie. In Figura 4.9 vediamo i plot della densità numerica e

della dispersione di velocità, sia 3D che lungo la linea di vista. Notiamo come le galassie

risultino essere dei traccianti della distribuzione di materia migliori rispetto alle sottostrut-

ture. Infatti, sebbene le galassie si formino nelle buche di potenziale delle sottostrutture

di DM, dobbiamo tener conto del fatto che lo stripping mareale agisce sulle parti esterne

di una sottostruttura. In tali zone viene pertanto strappata la DM, mentre la galassia, che

risiede nella parte centrale ed è pertanto maggiormente legata, risente poco di questi effetti.

Alla stessa conclusione giunge lo studio di Nagai e Kravtsov (2005). In questo lavoro gli

autori hanno trovato la correlazione tra la massa stellare e la massa della sottostruttura in
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cui risiede la componente barionica: M∗ ∝ Mα
tot con α ' 1− 1.5.

In Figura 4.8 è chiaramente visibile questo andamento. Notiamo che le galassie che stanno

nella parte interna dell’ammasso (pallini pieni nel grafico) popolano la regione superiore

del plot. Cioè per una data massa stellare, la massa totale della sottostruttura mediamente

diventa più piccola nelle regioni interne. Questo trend sistematico conferma le conclusioni

di Gao et al. (2004): le sottostrutture perdono massa dalle regioni esterne composte di DM,

mentre mentre la perdita di massa della parte stellare, che è più interna e quindi più legata,

è minore.

Gill et al. (2004) hanno effettuato uno studio sull’evoluzione dei parametri orbitali delle

sottostrutture. I risultati che ottengono mostrano un chiaro trend di circolarizzazione delle

orbite nel tempo. Sebbene un tale comportamento potrebbe far pensare all’azione della fri-

zione dinamica, gli autori hanno fatto un test che sembrerebbe indicare che il meccanismo

della frizione dinamica non sia il responsabile della circolarizzazione. Infatti tale frizione

dipende dalla densità locale del background, ma selezionando sottostrutture a differenti

pericentri non si è notato alcun cambiamento nell’evoluzione dell’eccentricità. Gli autori

imputano la circolarizzazione alla crescita secolare di massa dell’alone principale. In ri-

sposta a tale variazione la velocità e l’orbita potrebbe cambiare. Gli autori fanno inoltre

notare che tale affermazione è da sottoporre ad ulteriori test, tuttavia nel medesimo lavoro

mettono in luce come effettivamente la velocità delle sottostrutture sia legata alla massa

dell’alone principale. Infatti trovano che la dispersione di velocità delle sottostrutture è

legata alla massa entro il raggio viriale dell’alone dalla relazione σ ∼ M1/3
vir (confermata

anche in Biviano et al. (2006)), come ci si aspetta dal teorema del viriale.
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Linking satellite dynamics to environment 413

Figure 2. A satellite of mass 10 per cent of the host halo that is responsible
for the jump in the mass accretion history of the host. The host halo (halo 7)
is plotted as a line-of-sight density projection using every third particle,
whereas the satellite is represented by all its particles without a density
map. The satellite enters the halo at z = 0.25 (lower right) and leaves again
around z = 0 with the thin line indicating its orbit. The sphere shows the
virial radius of the halo at z = 0 and the relative velocities of the two objects is
750 km s−1.

for as much as 15 per cent and as little as 3 per cent. We do not ob-
serve any pronounced trend for this fraction to depend on the age of
the dark matter halo, which is consistent with the hierarchical model
of satellite accretion: both small and large objects continuously fall
in. The history is clearly reflected in Fig. 1, where the infall of large
satellites gives rise to the spiky nature of the curves. These large
variations are, however, a combination of massive haloes merging
via dynamical friction and ‘transitory structures’. Transitory struc-
tures are small subsets of satellites that interact with a halo, but
are not bound to it. An example is given in Fig. 2 where we show
one of these transitory events for halo 7. The peak near redshift
z = 0.2 for this halo in Fig. 1 is caused by an object of roughly 10
per cent of the mass of the host orbiting in the outskirts (but still
within Rvir) of the host halo at a relative speed of approximately 750
km s−1. Fig. 2 captures this event, showing the host and its virial
radius at redshift z = 0 with the path of the satellite indicated by
a line. The perturber itself is represented by its particles. Its tidal
disruption while passing near the host can also be appreciated in
Fig. 2. We particularly highlight this galactic encounter not only to
explain the rise in Fig. 1 but also to draw the reader’s attention to the
potential of already ‘harassed’ galaxies falling into the host halo.
The large peak for halo 8 in Fig. 1 is due to an interaction with one
of the other two large objects in the system. The violent history of
haloes 5 and 6 can also be seen in Fig. 1. The more quiescent haloes
also stand out in this figure, with less variation in the substruc-
ture evolution except for halo 2 with a 15 per cent mass merger at
z = 0.53.

In summary, we have selected a sample of haloes displaying
widely different formation histories, which should aid in gaining
insight into the environmental effects of halo formation.

3.4 The supply of satellites

We now investigate the temporal evolution of satellite accretion and
tidal disruption as a function of host halo environment and richness.

Figure 3. The number of satellites within the virial radius of their respective
host as a function of redshift. The thin line is the total number of satellites that
have fallen into the host whereas the thick line shows the number of surviving
satellites. Both lines are normalized to the total number of satellites at z form.

In Fig. 3 we display the normalized number of satellites within the
respective host halo as a function of time after the initial formation
epoch. As we intend to measure ‘supply rates’ rather than abso-
lute numbers of infalling satellites, we normalize the curves by the
number of satellites present at the formation time of the host halo.
The thin line represents the total normalized number of satellites
that have been accreted, while the thick line refers to the number
of surviving satellites. The criterion used to define tidal disruption
is the reduction in the number of particles within the tidal radius
of a given satellite to fewer than 15. This definition is somewhat
arbitrary, although ultimately based upon the numerical resolution.
For a more detailed discussion please refer to GKGI.

The increase in the total number of satellites (thin curve) reflects
the ‘richness’ of the environment around the halo: haloes with a steep
slope benefit from a constant supply of satellite galaxies, whereas
hosts that only show a mild increase draw upon a pool of fewer
satellites in their immediate vicinity. This is illustrated by the case
of halo 1 which lies in a particularly rich environment in which
several filaments intersect (cf. Fig. 4 below). As a consequence, it
accretes a total of nearly five times the initial number of satellites
while simultaneously showing a high satellite disruption rate. The
case of halo 3 is similar, but less extreme. Haloes 7 and 8, by contrast,
experience only moderate infall, and in these haloes nearly all the
satellites survive. The situation is illustrated for haloes 1 and 8 in
Fig. 4, which shows the orbital paths followed by all the satellites

C© 2004 RAS, MNRAS 351, 410–422

Figura 4.6: Numero di sottostrutture entro il raggio viriale dei rispettivi aloni al tempo di forma-

zione, in funzione del tempo. La linea sottile è il numero di sottostrutture entrate nell’alone, mentre

la linea spessa mostra il numero di sottostrutture sopravvissute. Da Gill et al. (2004)
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414 S. P. D. Gill et al.

halo #1

halo #8

Figure 4. The orbits of all objects in the vicinity of the host halo are shown
as lines that graduate from dark at z form to light at z = 0. The black spheres
have a 2 h−1 Mpc radius. The top panel shows the ‘rich environment’ of
halo 1, the bottom panel the more isolated region halo 8. While satellites
continually infall into halo 1, halo 8 saw an early, rapid infall of essentially
all its associated satellite substructure.

from the formation epoch up to the present day. In the upper panel we
clearly see the filament arms that feed halo 1 and how the satellites
spiral into the dark matter halo. The filaments are helical because
they consist of smaller satellites orbiting a larger host that is falling
into the massive host halo. The small but rapid rise in the satellite
infall for halo 1 (Fig. 3) is caused by a group of satellites falling into
the halo for the first time. In the bottom panel of Fig. 4 we feature
halo 8; in contrast to halo 1, halo 8 was formed in a relatively isolated
region which saw a rapid collapse. We can, however, confirm that
even though the satellite accretion rate in halo 8 is far less, the mass
of the infalling objects is much higher. This is derived from the fact
that halo 8 acquires half its mass by digesting those few satellites in
a time-span of approximately 3 Gyr (cf. Fig. 1). We note, though,
that there also exists a significant age difference between haloes
1 and 8; this explains why halo 8 satellites are traced for a shorter
time leading to the ‘shorter’ lines in Fig. 4. However, there still exist
noticeable differences in the satellite accretion curves for haloes 1
and 8 (cf. Fig. 3) when restricting halo 1 to the first 3.5 Gyr of its
existence.

Figure 5. The ratio of ‘disrupted’ satellites to the total number of satellites
for satellites within the virial radius of their respective host, as a function of
time, where zero age is the formation time of the halo.

We define the substructure ‘richness’ as the ratio of the final to
initial number of satellites, and list its value for each of the eight
haloes in Table 1.

The number of surviving satellites is not directly correlated with
the richness, but rather with the orbital characteristics of the accreted
satellites, as we will demonstrate in detail below. In general, the ac-
creted satellites are not immediately disrupted, but are progressively
destroyed over time.

To investigate further the link between satellite disruption and
satellite infall, we calculate the ratio of disrupted (or ‘dead’) satel-
lites to the total number of satellites that fall into the host halo. The
result is presented in Fig. 5. It is now possible to interpret the slope
of this figure as the ‘rate of disruption’ of satellite galaxies. For all
haloes this disruption rate (i.e. slope) is very similar. There seems
to be no strongly pronounced correlation with mass, environment or
age. In this respect, the destruction rate of satellite galaxies appears
to be ‘common’ in CDM haloes. However, there also appears to be
a (marginal) trend that host mass is related to the ability to disrupt
satellites (within the limited mass range presented here). This can
be seen explicitly for haloes 1 and 3: halo 1 destroys its satellites
more efficiently than halo 3 and is also the more massive of the two.
However, these haloes also have a large difference in triaxiality (re-
fer to Table 1). Conversely, halo 3 is comparable in mass to halo 4
with a strikingly similar satellite destruction rate. As haloes 3 and
4 are close in triaxiality, however, we suspect the disruption rate to
correlate with mass rather than with triaxiality. However, this corre-
lation – if in fact correct – must also have significant scatter, as the
most massive halo (halo 8) shows the lowest destruction rate. This
might be linked to the environment and supply of new satellites,
respectively.

3.5 Summary of host haloes and satellite supply

Table 1 summarizes the basic properties of our haloes and their envi-
ronments, illustrating the variety of richness and accretion histories
sampled by our simulations. The mass spectra of the satellite galax-
ies (although not presented) are consistent with other studies in the
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Figura 4.7: Rapporto tra il numero di sottostrutture distrutte e il numero totale di sottostruttu-

re entro il raggio viriale dei rispettivi aloni, in funzione del tempo. L’inizio dell’asse temporale

corrisponde all’epoca di formazione dell’alone. Da Gill et al. (2004)

steepening the number density profile at r=rvir < 0:2 compared
to the dissipationless simulations (compare to Fig. 2).

6.2. Radial Distribution of Galaxies

In reality, we observe galaxies, not subhalos, and it would be
interesting to study the distribution of galaxies in simulations
directly. In the following analysis, we define a galaxy to be the
stellar system associated with each halo or subhalo. Note that
each subhalo has a single stellar clump uniquely associated with
it. To interpret the results, we first need to understand how
stellar mass relates to the total mass of the host subhalo. We
compute the stellar mass, M*, as the mass enclosed within the
tidal truncation radius of each subhalo. Figure 6 shows that the
stellar mass of a galaxy, M*, correlates with the subhalo mass,
M! / M!

tot. The slope of the correlation ranges in ! " 1 1:5.

However, there is significant scatter, which becomes increas-
ingly larger for the smaller subhalo masses. Note that the gal-
axies in the core of the cluster (r < 0:3rvir) populate the region
of the plot near the upper envelope of points. In other words, for
a given stellar mass, the total subhalo mass on average becomes
smaller in the inner regions of cluster.
This systematic trend likely arises because the subhalos

preferentially lose DM mass from their outer regions, while
the tidal mass loss of more tightly bound stars is considerably
smaller. In this case, as the subhalos are stripped and total mass
decreases, the stellar mass stays approximately constant, re-
sulting in the evolution of points horizontally to the left in the
Mtot-M* plane. As we show in Figure 4, the subhalos in the
cluster core on average have experienced larger tidal mass loss
than the halos near the virial radius, which explains the sys-
tematic shift between solid and open points in Figure 6. The
amount of tidal mass loss experienced by each object depends
on its epoch of accretion, orbital parameters, and to some extent
on its internal structure. The evolutionary differences among
subhalos would explain the large scatter of the Mtot-M* corre-
lation. The maximum circular velocity of subhalos in simu-
lations with cooling changes much more slowly than the tidally
bound total mass. Consequently, we find that the correlation of
Vmax andM* is considerably tighter than theMtot-M* correlation
(D. Nagai & A. V. Kravtsov 2004, in preparation).
Figure 7 shows the radial distribution of galaxies selected

using three different stellar mass cuts: M! > 108, 109, and
1010 h#1 M$. The figure shows that the radial distribution
of galaxies with the stellar mass selection does not depend
strongly on stellar mass and is close in shape to the DM pro-
file at rk 0:1 0:2rvir. Note that in the simulations with cooling,
the DM profile at rP 0:1rvir is somewhat steeper than the cor-
responding profile in the dissipationless simulation (Gnedin

Fig. 6.—Mass of stars vs. total mass of subhalos located within rvir (all
circles) and 0.3rvir ( filled circles) of the host cluster. We show results for one
of eight clusters with the virial mass of 3 ; 1014 h#1 M$. The plot shows that
M* scales with Mtot with large scatter, particularly for subhalos with Mtot <
1011 h#1 M$. Note that the normalization of the relation changes in the inner
regions of the cluster, probably because of the higher average tidal mass loss
of the objects located there.

Fig. 5.—Radial profiles n(r)/hnviri in gasdynamics (dotted line) and LR
N-body (dashed line) runs for halos with M=Mvir > 10#4 (top) and M=Mvir >
2 ; 10#3 (bottom). The solid line shows the DM profile in the gasdynamics run.
We show results for one of eight clusters with the virial mass of 3 ; 1014 h#1M$.
The radial distribution of subhalos is remarkably similar for these two runs,
regardless of the mass cut. This indicates that gas cooling in our simulations
does not significantly affect the survival of subhalos and their radial distribu-
tion. Note that cooling does increase in the number density of subhalos in the
inner regions of cluster.
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Figura 4.8: Massa in stelle in funzione della massa totale delle sottostrutture entro rvir (tutti i cerchi)

ed entro 0.3rvir (cerchi colorati). Da Nagai e Kravtsov (2005)
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Galaxies and subhaloes in !CDM galaxy clusters L3

Figure 1. Top left: mean radial profiles for the dark matter (solid line), for model galaxies to two different magnitude limits (filled symbols), and for different

subhalo samples, based on the 10 clusters used in this study. Top right: mean projected surface density profiles for the dark matter (solid line) and for model

galaxies to two different magnitude limits (dashed and dotted lines). The filled symbols represent the mean observed surface density profile of cluster galaxies

in the CNOC survey (Carlberg et al. 1997). In these two panels, the hashed region represents the full scatter in dark matter profiles. Bottom panels: 3D velocity

dispersion profile (left) and line-of-sight velocity dispersion profile (right) for dark matter (solid line), for subhaloes containing at least 30 particles (dash line),

and for model galaxies to two different limiting magnitudes. The hashed regions and the error bars represent the standard 1σ scatter in the dark matter and the

galaxy(B < −17) velocity dispersion profiles, respectively.

to those of the galaxies residing within them, the evolution of the

baryonic component has to be tracked appropriately. This necessar-

ily involves consideration of the full collapse, assembly, merging and

tidal stripping history of each subhalo, rather than just its properties

at the final time. Such tracking can be carried out conveniently and

moderately realistically using semi-analytic techniques, as is done

in this work.

Note that many of the model galaxies used to construct Fig. 1

are not associated with any resolved dark matter subhalo. In pure

dark matter simulations, subhaloes can disappear once their mass

falls below the resolution limit of the simulation. It may be that

their dark matter content should indeed be reduced to such small

values by tidal stripping, or it may be that proper inclusion of the

effects of the baryonic component would make them more resis-

tant to stripping and disruption, as originally envisaged by White

& Rees (1978). Our semi-analytic model assumes that the visible

galaxy survives even if the mass of the correponding subhalo drops

below the limit of our N-body simulation. We associate the galaxy

with the most bound particle of its subhalo at the last time this

could be identified, and we use this particle at later times to track

the galaxy’s position and velocity. Such ‘orphan’ galaxies behave

as individual N-body particles although we assume them to merge

with the central galaxy of the cluster on a dynamical friction time-

scale. At the resolution of our simulations, there are a substantial

number of these ‘orphan’ galaxies and they are responsible for the

large differences between the ‘galaxy’ and ‘subhalo’ profiles in

the inner regions of our clusters. We demonstrate this by plotting

the number density profile for all galaxies brighter than B = −17

which are still associated with subhaloes (i.e. not ‘orphan’ galaxies)

as thin solid line in the top left panel of Fig. 1. Clearly these galaxies

are substantially less concentrated than the galaxy population as a

whole.
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Figura 4.9: In alto a sinistra: profili radiali medi per la DM (linea continua), per galassie con due

differenti limiti in magnitudine (simboli) e per differenti campioni di sottostrutture. In alto a destra:

profili di densità superficiale media proiettata per la DM (linea continua) e per galassie con due

differenti limiti in magnitudine (linee tratteggiate e punteggiate). I simboli rappresentano il profilo

di densità media osservato di galassie nella CNOC survey (vedi Gao et al. (2004)). Pannelli inferiori:

profilo di dispersione di velocità 3D (a sinistra) e lungo la linea di vista (a destra) per la DM

(linea continua), per le sottostrutture (linea tratteggiata) e per galassie con due differenti limiti in

magnitudine. In questi pannelli la regione ombreggiata rappresenta lo scatter nel profilo della DM.

Da Gao et al. (2004)
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4.2 Formazione degli aloni

La formazione degli aloni di dark matter è caratterizzata da due fasi (Gill et al. (2004)). La

prima corrisponde ad una rapida crescita della massa dell’alone, indice di un major merger,

ovvero due aloni di massa comparabile che coalescono. Questo periodo viene definito vio-

lento. La seconda fase è di rilassamento, in cui molte strutture più piccole fanno merging

e il sistema si porta verso un equilibrio viriale. Questo periodo viene definito calmo. In

Figura 4.10 è rappresentata la frazione di massa componente i satelliti di ciascun alone di

una popolazione di 8 aloni simulati, in funzione del redshift. La fase di accrescimento vio-

lento è ben visibile dai picchi delle curve, che rappresentano un’improvviso aumento della

frazione di massa delle sottostrutture dovuta a merger con strutture massive. Mediante

un approccio semianalitico Lapi e Cavaliere (2009) hanno ricostruito i tassi di crescita degli

aloni. In Figura 4.11 riportiamo l’andamento temporale di tale massa per aloni di diversa

massa attuale. L’approccio semianalitico utilizzato dagli autori non permette di apprezzare

i singoli eventi di accrescimento, ma ci consente di avere una stima di quanto indicativa-

menta aumenta in massa un alone. Ad esempio una struttura che oggi ha una massa di

1015M�, a z=1 è un ordine di grandezza più piccola. Questo ci ha permesso di effettuare

tagli in massa a diversi redshift nell’analisi del Capitolo ??.
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turn are defined to be the point where the mean averaged density of
the host (measured in terms of the cosmological background density
ρ b) drops below the virial overdensity "vir = 340, M vir being the
mass enclosed within the virial radius. The formation redshift z form

is defined here as the redshift where the halo contains half of its
present-day mass (Cole & Lacey 1996). Applying this criterion to
our data we find that the ages of our host haloes range from 8.3
to 3.4 Gyr. In other words, while the masses of our systems are
comparable, they are dynamically different. In Table 1, as in all
following figures, the haloes are ordered 1–8 in age.

The appropriate coordinate system to investigate the orbits of the
satellite galaxies is given by the eigenvectors E1,2,3 (with E1 being
the major axis) of the inertia tensor of the respective host halo.
Moreover, the eigenvalues a > b > c can be used to describe the
shape of the host and define its triaxiality T = (a2 − b2)/(a2 − c2)
(Franx, Illingworth & de Zeeuw 1991). The calculation of the inertia
tensor is based upon the ‘core’ region of the host as defined by the
sixth refinement level in MLAPM; i.e. the boundary of this refinement
level is an isodensity contour. The sixth refinement level surrounds
material about 3000 times denser than ρ b, or 9 times denser than the
material at the virial radius. The density profiles of our host haloes
are well described – at least in the range from 6 h−1 kpc out to the
virial radius – by the functional form advocated by Navarro, Frenk
& White (1997) with concentration in the range c ≈ 4–9. Therefore
a density of roughly 9 × ρ(Rvir) corresponds to about the half-mass
radius of the host.

3.2 Formation history

As we are interested in investigating the influence of host halo for-
mation history and environment on the orbital and internal properties
of the satellites galaxies living within its virial radius, it is important
to understand how the host haloes actually formed.

As indicated by Tormen (1997), the formation of dark matter
haloes can be characterized by two different phases. One corre-
sponds to a rapid increase in halo mass, representative of a major
merger. We refer to this phase as a violent (V) period. The second
phase is one of relaxation in which the halo processes the merger
and settles toward virial equilibrium. A halo may continue to accrete
smaller haloes during this phase. We refer to this phase as a quiet
(Q) period.

The history of each halo is briefly outlined below using the sim-
plified key V or Q to signify violent or quiet episodes. For example,
halo 1 has a history ‘QVQQ’, that is, a quiet period around the time
of formation z form followed by a violent period of merging of about
the same length and completed by quiet evolution for the remain-
der of the evolution, which lasts for twice as long as either of the
two earlier episodes. The coding chain splits the evolution since
formation up into more or less equal segments, but has nothing to
say about the absolute time-scales, which differ widely from halo
to halo. A qualitative summary of the eight haloes follows.

(i) Halo 1 (QVQQ). A reasonably quiet history with no major
violent encounters, save for a medium one at z = 0.7.

(ii) Halo 2 (QVQQ). A generally quiet history with a medium-
sized merger one-quarter of the way through its evolution at z =
0.53, quickly settling for the rest of its formation.

(iii) Halo 3 (QVVVQ). An initial short quiet period followed by
a long and violent interaction that takes essentially the rest of its
formation time to settle.

(iv) Halo 4 (VQQ). An initially violent merger which quickly
settles for the rest of its formation.

(v) Halo 5 (V). A very violent formation history with a strongly
oscillating potential.

(vi) Halo 6 (V). A steady, yet violent, formation history.
(vii) Halo 7 (V). A formation history quite similar to that of halo 6.
(viii) Halo 8 (V). A rapid formation history; constantly interacting

with two other large haloes. In this sense, a unique system.

While useful, such a qualitative description needs to be aug-
mented with a quantitative one. In order to do so, we use the disper-
sion of the rate of relative mass change of the host haloes:
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where N out is the number of available outputs from formation z form

to redshift z = 0, "Mi = M(zi) − M(z i−1) is the change in the mass
of the host halo, and "ti is the respective change in time. The mean
growth rate at time i
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is calculated for each individual output as the average over all haloes
Ni available at that time-step.

A large dispersion σ "M/M now indicates a violent formation his-
tory, whereas low values correspond to quiescent formation histo-
ries. As we can see in Table 1, our qualitative classification scheme
is confirmed by the σ "M/M values.

3.3 Satellite mass history

To gain further insight into the hierarchical build-up of the host and
the evolution of its satellite population, we plot the fraction of its
mass locked up in the satellite distribution in Fig. 1. We show the
total mass of all the satellites (identified by the MHT method outlined
in GKGI) living within the virial radius divided by the mass of the
host halo as a function of redshift.

At z = 0 the average mass of all substructure is approximately
8–9 per cent of the host halo’s virial mass with the scatter allowing

Figure 1. Mass locked up in satellites within the virial radius divided by
the virial mass of the host halo as a function of redshift.
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Figura 4.10: Massa componente le sottostrutture entro il raggio viriale, divisa per la massa viriale

dell’alone in funzione del redshift. Sono mostrati i dati provenienti da 8 aloni diversi simulati. Da

Gill et al. (2004)
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Figure 6. Evolution of the various quantities along the average accretion history of DM halos: mass M, radius R, velocity v, (inverse) mass growth rate
ε = −d log(1 + z)/d log M , entropy K, and slope α ≡ d log K/d log R. The curves are for different current halo masses in the range 1011–1015 M#; from top
to bottom, the blue lines refers to 1011 M#, cyan to 1012 M#, green to 1013 M#, orange to 1014 M#, and red to 1015 M#. Lines are dashed in the fast accretion regime,
and dotted in the slow accretion phase; the solid line marks values at the transition epoch, see Section 3.3 for details. In the bottom right panel, the shaded area
highlights the narrow range expected for the values of α at the transition.
(A color version of this figure is available in the online journal.)

from the inside out, and may be extended to the range r > r0
with decreasing slope α(r). The corresponding density run is
somewhat steepened for r > r0, as if shifting from the upper
to the lower curves in Figure 2; we have checked that the outer
density profile lowers by less than 20% for r ! 5 r0. State-of-
the-art simulations still yield little information on the outskirts
for r " r0, owing to low densities and noisy data discussed
by Ascasibar & Gottlöber (2008). We present elsewhere the
complete solutions outside r0 as a testbed for future simulations
aimed at resolving the outskirts, and at fitting gravitational
lensing observations (see discussion in Section 5).

In a similar vein, we predict a minor increase of α at the
transition from 1.25 to 1.29 in moving from galaxy- to cluster-
sized current masses. A fit accurate to better than 0.1% to this
average relation is provided by α $ 2.71 − 0.23 log(M/M#) +
0.009 [log(M/M#)]2; in particular for galaxy clusters, this im-
plies values of α ≈ 1.27 for Abell richness classes r ≈ 0
and α ≈ 1.29 for richness class r " 3. The correlation

α(M) may help to understand the differences in the values of
α found in numerical simulations; in fact, the highest value
1.29 to date has been reported by Rasia et al. (2004) in look-
ing at cluster-sized halos, while the value 1.25 first found by
Taylor & Navarro (2001) refers to galaxy-sized halos. Obser-
vational evidence supporting the above picture is presented in
Section 5.

To sum up, from the cosmological buildup we find for the
entropy slope the narrow allowed range

α ≈ 1.27 ± 0.02; (11)

this we use in our Jeans-like description of DM equilibria
within the halos’ bulk. The bounds on α are relevant in two
respects: the upper one strengthens the formal limit 35/27 =
1.296 required for the solutions of the static Jeans equation
to have viable profiles in the far outskirts (see Section 2.2 and
discussion in Section 5); the lower one complementarily restricts
the range of the viable values.

Figura 4.11: Evoluzione della massa di un alone in funzione del redshift. I diversi colori si riferisco-

no ad aloni di diversa massa attuale: blu 1011M�, ciano 1012M�, verde 1013M�, arancione 1014M�
e rosso 1015M�. Le linee sono tratteggiate durante la fase di accrescimento violento e punteggiate

nella successiva fase calma. La linea spessa collega le epoche di transizione dei diversi aloni. Da

Lapi e Cavaliere (2009)

In Figura 4.6 possiamo notare che il numero di sottostrutture in caduta nell’alone è in

continuo aumento. Questo riflette la ricchezza dell’ambiente circostante l’alone principale.

Una struttura che cade in un alone può:

1. sopravvivere fino a z=0;

2. dissolversi a causa delle interazioni mareali e divenire parte dell’alone principale;

3. fare merging con un’altra sottostruttura e perdere quindi la propria identità. In real-

tà quest’ultima possibilità è stata osservata solo per una piccola percentuale delle

sottostrutture accresciute;

come descritto in Gao et al. (2008). Le sottostrutture che sono state accresciute nelle pri-

me fasi di formazione dell’ammasso risiedono nelle zone più centrali del cluster finale.

Essendo state a lungo nelle zone centrali hanno subito per molto tempo l’azione della fri-

zione dinamica e dello stripping mareale, pertanto le loro orbite saranno decadute di un

fattore maggiore rispetto alle sottostrutture accresciute di recente. Questi effetti portano

dunque ad una correlazione tra la posizione radiale di una sottostruttura ed il suo redshift

di accrescimento. Nelle simulazioni descritte in Gao et al. (2008) si osserva in effetti che
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le sottostrutture accresciute di recente tendono ad occupare le regioni esterne dell’alone

principale, mentre quelle più vecchie risiedono nelle zone più interne. Quest’ultime han-

no una minor frazione della massa che avevano prima della caduta nell’alone rispetto alle

sottostrutture che risiedono nelle zone esterne, a causa dei fenomeni di stripping accennati

sopra. Gli autori hanno inoltre osservato che la maggior parte delle sottostrutture presenti

oggi sono state accresciute di recente. Solo circa il 10% di esse sono cadute nell’alone prima

di z=1, mentre il 70% dopo z=0.5. Circa il 92% della massa totale delle strutture accresciute

a z=1 è parte della materia diffusa dell’alone principale a z=0. Tale frazione sale al 98% per

le sottostrutture accresciute a z=2. Tuttavia (Tormen, Moscardini e Yoshida (2004)) a causa

della violenza del processo di merging non tutta la massa delle sottostrutture che cadono

nell’alone rimane nella struttura principale. Circa un 20% della massa totale dei progenitori

di un ammasso è sotto forma di ´´detriti” ad una distanza di circa 2 raggi viriali.

Se andiamo a considerare separatamente la componente di DM e di gas osserviamo

dei comportamenti peculiari delle due specie. Consideriamo la frazione f di materia che

effettivamente rimane nell’alone principale rispetto alla massa totale della sottostruttura.

La frazione di DM rimane elevata per più tempo nelle sottostrutture piccole rispetto alla

componente gassosa (Tormen, Moscardini e Yoshida (2004)). Ovvero gli oggetti di dimen-

sioni galattiche mantengono una significante frazione della loro massa iniziale per molto

tempo, mentre il gas viene perso quasi subito a causa dello stripping dovuto al gas presente

nell’ammasso. Andando a masse maggiori lo stripping mareale e la frizione dinamica di-

ventano sempre più efficaci nel rimuovere la DM dalle sottostrutture. Nel contempo la buca

di potenziale più profonda di queste strutture permette di trattenere una maggiore quan-

tità di gas per più tempo. La separazione tra la componente di DM e di gas avviene molto

presto per gli oggetti piccoli e sempre più tardi al crescere della massa. Non appena il gas

si separa dalla dark matter, esso diventa slegato. Infatti prima della separazione la maggior

parte del potenziale gravitazionale è dovuta alla DM, ed il gas è in equilibrio in tale buca

di potenziale. Dopo la separazione, la buca di potenziale del gas è approssimativamente 9

volte meno profonda (pari al rapporto tra la massa totale di DM e gas). Tuttavia l’energia

interna del gas rimane inalterata, ovvero circa nove volte maggiore del nuovo potenziale.

Solo le sottostrutture molto grandi riescono a trattenere una considerevole quantità di gas

per molto tempo.
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4.3 Distribuzione delle sottostrutture nell’ammasso

La Figura 4.12 mostra la funzione di massa cumulativa delle sottostrutture, normalizzata

alla massa viriale dell’ammasso. Nel pannello in alto le linee rappresentano i dati prove-

nienti da diversi cluster simulati (Dolag et al. (2009)). Le linee grigie sono relative a cluster

di bassa massa mentre quelle nere sono per i cluster più massivi. L’andamento appare

uniforme, ed è presente uno scatter solo ad alte masse, dovuto al minor numero di sotto-

strutture molto massive che rende meno accurata la statistica. La distribuzione segue una

legge del tipo N ∼ m−1. Questo è confermato anche nelle precedenti analisi di Diemand,

Moore e Stadel (2004) e Gao et al. (2008). Notiamo che l’andamento è uguale sia per le sot-

tostrutture massive che per quelle più piccole, indicando quindi un andamento universale.

L’andamento risulta essere indipendente anche dal redshift, in accordo con quanto trovato

in Gao et al. (2008).

Il pannello in basso a sinistra di Figura 4.12 mostra la funzione di massa cumulativa

delle sottostrutture per i run con idrodinamica non radiativa. Le diverse linee riguardano i

risultati ottenuti con diversi trattamenti della viscosità artificiale. L’introduzione dell’idro-

dinamica non radiativa causa un calo della funzione di massa. Questo può essere spiegato

dall’elevata efficienza con cui il gas viene rimosso durante la fase di infall delle sottostrut-

ture nell’ammasso. Nel pannello in basso a destra è invece mostrata la medesima funzione

di massa per i run idrodinamici radiativi. Le diverse linee rappresentano i valori ottenu-

ti variando l’efficienza del feedback energetico o introducendo la conduzione termica. In

questo caso il gas può raffreddarsi e formare stelle all’interno delle sottostrutture prima

che queste entrino nelle zone ad alta pressione del cluster. Il raffreddamento ha l’effetto

di concentrare il gas e quindi anche le stelle che da esso si formano. Questo aumenta la

concentrazione della distribuzione in massa e protegge la materia barionica dallo stripping

dovuto al gas dell’alone principale (ram pressure stripping). La funzione di massa dei suba-

loni è quindi più elevata rispetto al caso non radiativo, diventando più simile al run di sola

DM. La maggior solidità delle sottostrutture con stelle è visibile in Figura 4.13. In questo

grafico è plottata la frazione in massa di stelle in funzione del raggio, per diversi redshift.

Possiamo notare come le zone interne abbiano una frazione maggiore che decresce all’al-

lontanarsi dal centro. Infatti nelle zone centrali le sottostrutture subiscono forti interazioni

mareali e vengono spogliate dell’alone di DM, mentre rimane la componente stellare. Que-
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Figure 2. Visualization of all the identified galaxies within the virial radius of the g51, g72, g1 and g8 clusters (from top-left to bottom-right panels), simulated
with cooling and star formation and galactic winds (CSF). About 1000 galaxies are identified within the virial radius of each of these massive clusters. Only
the self-bound gas and star particles within substructures are included in the visualization, therefore excluding the hot atmosphere of the cluster and both the
diffuse intracluster stellar population and the stars associated with the BCG. The colours of the stars represent their age, using a red to light blue colour table
for decreasing age. Only a few of these galaxies, about 5–10 per cluster, still carry a self-bound hot gas halo, and those are located in the cluster peripheries.
In the visualization, they appears as dark blue, extended haloes, often with a comet-like shape, stretched away from the galaxies.

Figure 3. The cumulative subhalo mass functions for the DM runs of our clusters, normalized to the virial mass of each cluster. Left-hand panel: comparison
between the 13 low-mass haloes (in grey) and the eight high-mass haloes (in black). Central panel: the same as in the left-hand panel, but for the runs with six
times higher mass resolution. Right-hand panel: the average cumulative subhalo mass function for the low (in grey) and high (in black) mass sample from the
DM-only runs. The dashed lines are for the simulations at the standard resolution while the solid lines are for the higher resolution runs. The corresponding
best-fitting values of the power-law fit to each of these curves are given in Table 3. For reference, the grey thick line marks a power law with slope −1.
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Table 3. The best-fitting parameters for the cumulative subhalo mass func-
tion of equation (1).

Cluster sample N−4 α

Low mass 141 ± 106 −1.01 ± 0.26
Low mass (high resolution) 131 ± 32 −0.97 ± 0.15
High mass 136 ± 17 −1.00 ± 0.07
High mass (high resolution) 142 ± 22 −0.99 ± 0.03

Note. Reported here are the values for the low- and high-mass samples
of DM-only simulations. Results are shown for the simulations performed
both at the standard and at the high resolution. Quoted errors correspond
to the rms scatter computed among the best-fitting values obtained for the
individual clusters.

4.2 Hydrodynamical runs

We now turn to an analysis of the subhalo mass functions in our
hydrodynamical simulations. As described in Section 3, we have
modified the subhalo detection algorithm SUBFIND such that it can
properly take into account the presence of gas and star particles,
besides the DM particles. Our modifications have been guided by
the desire to avoid possible systematic biases due to the presence of
multiple particle components, such that the final subhalo catalogues
can be directly compared with those of a DM-only simulation,
except that the subhaloes can now also contain gas and star particles.

Fig. 4 shows a comparison of the cumulative subhalo mass func-
tions for the different runs we carried out for the high-mass g51.a
cluster. The left-hand panel compares the total subhalo mass func-
tion for the DM-only run with three non-radiative hydrodynamic
runs (solid lines) that used different treatments for the numerical
viscosity (see Section 2.1 for details). Clearly, introducing non-
radiative hydrodynamics causes a decrease of the total subhalo mass
function by a sizable amount, and this is almost independent of the
detailed scheme used for the artificial viscosity. If interpreted in
terms of a shift in mass, the difference between the subhalo mass
in the DM-only and in the gas runs can be explained mostly by the
high efficiency of gas removal during the infall of subhaloes into
the cluster. To demonstrate this, we increased the mass of each sub-
halo identified in the non-radiative run by an amount corresponding
to the cosmic baryon fraction. If gas is completely stripped and
this represents the only reason for the lower mass function then

this correction should provide a mass function consistent with that
of the corresponding DM run. However, the stripped mass cannot
completely compensate for the mass difference between the DM
and the non-radiative runs. Besides removing gas, also their or-
bits are changed due to the effect of gas pressure (see also Tormen,
Moscardini & Yoshida 2004; Puchwein et al. 2005; Saro et al. 2008),
also with some indications that the remaining DM subhaloes might
become easier to disrupt.

The central panel of Fig. 4 shows the cumulative subhalo mass
functions for the same cluster, but here comparing the DM run
with the different radiative runs, which differ in the efficiency of
the kinetic feedback (i.e. CSFNW, CSF and CSFSW), or in the pres-
ence of thermal conduction (i.e. CSFC). The bulk of gas cooling and
subsequent star formation within subhaloes takes place before the
galaxies are falling into the high-pressure environment of the ICM.
Cooling has the effect of concentrating cold gas and therefore also
collisionless stars forming out of the gas at the centres of these sub-
haloes. This increases the concentration of the mass distribution,
and protects part of the baryonic mass from ram pressure stripping.
As a result, the subhalo mass functions in these radiative runs in-
crease when compared to the non-radiative cases and become quite
similar to those of the DM-only runs, with only a marginal sensitiv-
ity to the adopted intensity of the feedback. Only in the run without
any kinetic feedback (CSFNW), the resulting total subhalo masses are
even slightly larger than for the DM runs. This is probably the con-
sequence of the adiabatic contraction of the DM haloes, in response
to the rather strong cooling taking place when galactic winds are
turned off (e.g. Gnedin et al. 2004).

It is worth mentioning that the change of the disruption of sub-
haloes in the hydrodynamical simulations is due to a complex inter-
play between different processes. First, we find that the presence of
baryons makes the underlying DM distribution more concentrated
(see also Rasia, Tormen & Moscardini 2004; Lin et al. 2006). A
further increase in the concentration of the DM profiles is also con-
tributed by including radiative cooling. These findings are reported
in the left-hand panel of Fig. 5, which shows the concentration pa-
rameter of DM profiles as a function of halo mass for all main haloes.
The results for the DM (dm) runs are in good agreement with the fit
originally presented by Dolag et al. (2004a). The concentrations in
the non-radiative runs and in the runs with cooling and star forma-
tion increase on average by 3–8 per cent and by 10–25 per cent with

Figure 4. The cumulative total mass functions (left-hand and central panels) and stellar mass functions (right-hand panel) for the subhaloes identified in the
g51 cluster at z = 0, as obtained for different runs. Left-hand panel: comparison of the total subhalo mass functions of the DM run with the non-radiative
runs corresponding to different schemes for the artificial viscosity (solid lines). The dashed lines are obtained by correcting the mass of each subhalo in the
non-radiative runs by increasing it by the cosmological baryon fraction. Central panel: the same as the left-hand panel, but for the different radiative runs.
Right-hand panel: comparison between the stellar mass functions obtained for the different radiative runs. As in Fig. 3, the thick grey line marks a power-law
with slope −1.
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Table 3. The best-fitting parameters for the cumulative subhalo mass func-
tion of equation (1).

Cluster sample N−4 α

Low mass 141 ± 106 −1.01 ± 0.26
Low mass (high resolution) 131 ± 32 −0.97 ± 0.15
High mass 136 ± 17 −1.00 ± 0.07
High mass (high resolution) 142 ± 22 −0.99 ± 0.03

Note. Reported here are the values for the low- and high-mass samples
of DM-only simulations. Results are shown for the simulations performed
both at the standard and at the high resolution. Quoted errors correspond
to the rms scatter computed among the best-fitting values obtained for the
individual clusters.

4.2 Hydrodynamical runs

We now turn to an analysis of the subhalo mass functions in our
hydrodynamical simulations. As described in Section 3, we have
modified the subhalo detection algorithm SUBFIND such that it can
properly take into account the presence of gas and star particles,
besides the DM particles. Our modifications have been guided by
the desire to avoid possible systematic biases due to the presence of
multiple particle components, such that the final subhalo catalogues
can be directly compared with those of a DM-only simulation,
except that the subhaloes can now also contain gas and star particles.

Fig. 4 shows a comparison of the cumulative subhalo mass func-
tions for the different runs we carried out for the high-mass g51.a
cluster. The left-hand panel compares the total subhalo mass func-
tion for the DM-only run with three non-radiative hydrodynamic
runs (solid lines) that used different treatments for the numerical
viscosity (see Section 2.1 for details). Clearly, introducing non-
radiative hydrodynamics causes a decrease of the total subhalo mass
function by a sizable amount, and this is almost independent of the
detailed scheme used for the artificial viscosity. If interpreted in
terms of a shift in mass, the difference between the subhalo mass
in the DM-only and in the gas runs can be explained mostly by the
high efficiency of gas removal during the infall of subhaloes into
the cluster. To demonstrate this, we increased the mass of each sub-
halo identified in the non-radiative run by an amount corresponding
to the cosmic baryon fraction. If gas is completely stripped and
this represents the only reason for the lower mass function then

this correction should provide a mass function consistent with that
of the corresponding DM run. However, the stripped mass cannot
completely compensate for the mass difference between the DM
and the non-radiative runs. Besides removing gas, also their or-
bits are changed due to the effect of gas pressure (see also Tormen,
Moscardini & Yoshida 2004; Puchwein et al. 2005; Saro et al. 2008),
also with some indications that the remaining DM subhaloes might
become easier to disrupt.

The central panel of Fig. 4 shows the cumulative subhalo mass
functions for the same cluster, but here comparing the DM run
with the different radiative runs, which differ in the efficiency of
the kinetic feedback (i.e. CSFNW, CSF and CSFSW), or in the pres-
ence of thermal conduction (i.e. CSFC). The bulk of gas cooling and
subsequent star formation within subhaloes takes place before the
galaxies are falling into the high-pressure environment of the ICM.
Cooling has the effect of concentrating cold gas and therefore also
collisionless stars forming out of the gas at the centres of these sub-
haloes. This increases the concentration of the mass distribution,
and protects part of the baryonic mass from ram pressure stripping.
As a result, the subhalo mass functions in these radiative runs in-
crease when compared to the non-radiative cases and become quite
similar to those of the DM-only runs, with only a marginal sensitiv-
ity to the adopted intensity of the feedback. Only in the run without
any kinetic feedback (CSFNW), the resulting total subhalo masses are
even slightly larger than for the DM runs. This is probably the con-
sequence of the adiabatic contraction of the DM haloes, in response
to the rather strong cooling taking place when galactic winds are
turned off (e.g. Gnedin et al. 2004).

It is worth mentioning that the change of the disruption of sub-
haloes in the hydrodynamical simulations is due to a complex inter-
play between different processes. First, we find that the presence of
baryons makes the underlying DM distribution more concentrated
(see also Rasia, Tormen & Moscardini 2004; Lin et al. 2006). A
further increase in the concentration of the DM profiles is also con-
tributed by including radiative cooling. These findings are reported
in the left-hand panel of Fig. 5, which shows the concentration pa-
rameter of DM profiles as a function of halo mass for all main haloes.
The results for the DM (dm) runs are in good agreement with the fit
originally presented by Dolag et al. (2004a). The concentrations in
the non-radiative runs and in the runs with cooling and star forma-
tion increase on average by 3–8 per cent and by 10–25 per cent with

Figure 4. The cumulative total mass functions (left-hand and central panels) and stellar mass functions (right-hand panel) for the subhaloes identified in the
g51 cluster at z = 0, as obtained for different runs. Left-hand panel: comparison of the total subhalo mass functions of the DM run with the non-radiative
runs corresponding to different schemes for the artificial viscosity (solid lines). The dashed lines are obtained by correcting the mass of each subhalo in the
non-radiative runs by increasing it by the cosmological baryon fraction. Central panel: the same as the left-hand panel, but for the different radiative runs.
Right-hand panel: comparison between the stellar mass functions obtained for the different radiative runs. As in Fig. 3, the thick grey line marks a power-law
with slope −1.
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Figura 4.12: Funzione di massa cumulativa delle sottostrutture, normalizzata alla massa viriale

dell’ammasso. In alto: run di sola DM. Le curve grigie riguardano aloni di bassa massa, mentre le

curve nere sono per aloni massivi. In basso a sinistra: confronto tra il run di sola DM e i run con

idrodinamica non radiativa. Le diverse linee riguardano i risultati ottenuti con diversi trattamenti

della viscosità artificiale. In basso a destra: confronto tra il run di sola DM e i run con idrodinamica

radiativa. Le diverse linee rappresentano i valori ottenuti variando l’efficienza del feedback ener-

getico o introducendo la conduzione termica. In tutti tre i pannelli la linea grigia spessa individua

una legge di potenza del tipo m−1. Da Dolag et al. (2009)
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sto effetto diventa meno intenso allontanandomi dal centro, ed infatti la frazione stellare

diminuisce.

508 K. Dolag et al.

4.3 The composition of subhaloes

In DM-only simulations, it is known that tidal stripping induces
strong radial dependences in the properties of substructures (e.g. De
Lucia et al. 2004; Gao et al. 2004). For example, the substructure
abundance is antibiased relative to the mass distribution of the clus-
ter, and the average concentration of subhaloes increases towards
the cluster centre. The efficiency of gas stripping from substructures
also depends strongly on cluster-centric distance (see Gunn & Gott
1972; McCarthy et al. 2008), hence we expect radial variations in
the relative content of baryons in subhaloes, which we analyse in
this section.

The problem is made especially interesting by the complex non-
linear interplay between the condensation of baryons due to radia-
tive cooling, the gas-dynamical stripping processes and the resulting
orbital evolution of affected subhaloes. Indeed, while gas stripping
in the high-pressure ICM makes subhaloes more fragile, the for-
mation of a compact core of cooled gas and stars makes subhaloes
more resistant to disruption. As a result, we expect that the relative
stellar content of a subhalo and its capability to retain a gaseous
halo will depend both on the details of the physics included in the
simulation and on its cluster-centric distance.

In order to investigate this in more detail, we show in Fig. 8 the
radial dependence of the fraction of subhalo masses contributed by
stars for the radiative runs including the reference kinetic feedback
(csf ), at various different epochs (z = 0, 0.3, 0.5, 1 and 2). Quite
clearly, the stellar component becomes progressively more impor-
tant in subhaloes found at a smaller cluster-centric distance. This is
consistent with the expectation that the strong tidal interactions in
the cluster central regions are efficient in removing the DM compo-
nent of the subhaloes, while the gravitationally more tightly bound
clumps of star particles are more resistant. Fig. 8 also shows that the
radial dependence of the subhalo mass fraction in stars extends well

Figure 8. The evolution of the radial profiles of the stellar mass fraction
within subhaloes for the radiative csf run. Each curve is obtained by av-
eraging over the eight clusters belonging to the high-mass sample. Only
subhaloes with masses ≤2 × 1012 M# have been included in this analysis.
The horizontal dashed line marks the cosmic baryon fraction assumed in
our simulations.

beyond the clusters’ virial radius Rvir, thus indicating that the cluster
environment affects the properties of the galaxy stellar population
over a region much larger than the virial one (see also Saro et al.
2006). Note that a substantial fraction of these subhaloes detected at
r > Rvir may have already crossed the cluster virial region in earlier
passages and constitute the so-called ‘backsplash population’ (see
Gill, Knebe & Gibson 2005; Ludlow et al. 2008). Their orbits have
brought them into the outer parts again, with a fraction of them
eventually destined to escape the cluster.

Towards the centre of the clusters, the star fraction within sub-
haloes reaches values higher than the cosmic baryon fraction. At
first glance, this result lends support to the assumption made by
many SAMs of galaxy formation that galaxies can preserve their
identity for a while even after their host DM haloes are destroyed
by the tidal interaction within clusters (Gao et al. 2004). However,
in SAMs (like De Lucia & Blaizot 2007) based on DM simula-
tions of comparable resolution (like the Millennium Run; Springel
et al. 2005) about half of the galaxies within the virial radius of the
parent cluster are expected to have lost their DM haloes at z =
0, while in our hydrodynamical simulations we find that only
≈20 per cent of the galaxies have a star component which ex-
ceeds the mean cosmic baryon fraction (i.e. m∗

sub > 0.13 msub),
while only 2 per cent of the galaxies have their mass dominated by
star particles (i.e. m∗

sub > 0.5 msub). This implies that only a small
fraction of our star-dominated systems can be classified as ORPHAN

galaxies, which are defined as those galaxies not having a coun-
terpart in the corresponding DM-only run. A precise comparison
requires, however, a carefully matched magnitude selection, which
is outside the scope of this paper. Future, yet higher resolution
hydrodynamical simulations should in principle allow an accurate
calibration of the SAM assumptions about the relative survival time
of satellite galaxies once their parent DM halo cannot be tracked any
more.

A related question concerns the ability of infalling subhaloes to
retain a gravitationally bound component of diffuse gas during the
cluster evolution. We show in Fig. 9 the cluster-centric dependence
of the subhalo mass fraction associated with gravitationally bound
gas (in units of the cosmic baryon fraction) from the set of eight
massive clusters, at z = 0, 1 and 2. In each panel, we compare
results for the OVISC non-radiative run with those for the radiative
csf run. Furthermore, the solid lines indicate the radial dependence
of the average subhalo gas mass fraction, which is computed by
including also those subhaloes which do not have any gravitationally
bound gas component. We indicate with the thin lines the Poisson
uncertainties in the estimate of the average gas mass fraction, by
assuming them to be proportional to the square root of the number
of galaxies in each radial bin. At z = 0, we note that, whenever
a subhalo retains a gas component, the associated mass fraction is
higher in the non-radiative run than in the radiative one. This is
related to the fact that a significant fraction of this gas is converted
into stars in the radiative case.

On the other hand, the central concentration of star particles in
subhaloes in the radiative runs makes them more resistant against
ram pressure stripping. As a consequence, a larger number of sub-
haloes preserve a gas component, thus explaining the higher average
gas fraction at all radii. Within the virial radius, we find at z = 0 that
about &1 per cent of the resolved subhaloes still have some self-
bound gas, both in the OVISC and in the CSF runs, with a marginal
indication for a smaller amount of gas in the CSF clusters, due to
its conversion into stars. As expected, at high redshift ram pressure
stripping has not yet been as effective, thus explaining the larger
fraction of self-bound gas, which is &4 and 6 per cent for the OVISC
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Figura 4.13: Frazione in massa di stelle in funzione del raggio, per diversi redshift. Ogni curva è

ottenuta mediando i valori degli otto cluster simulati. La linea tratteggiata orizzontale individua

il valore della frazione barionica cosmologica. Si noti che al crescere di z mediamente la frazione

stellare aumenta. Infatti ad alti redshift il tempo di cooling, che va come ρ−1, è più breve e quindi

la formazione stellare più efficiente. Da Dolag et al. (2009)
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4.4 Rassegna dei fatti osservativi

Uno dei principali osservabili per lo studio degli ammassi di galassie è costituito dalle ga-

lassie. In questo paragrafo distingueremo le galassie in due classi, le early-type (ETG nel

seguito) e le late-type (LTG) (Thomas e Katgert (2006)). Le prime sono galassie ellittiche

con una popolazione di stelle mediamente vecchie. Osservativamente queste galassie non

presentano forti righe di emissione nel loro spettro, e possono pertanto essere classificate

come nELG (non emission line galaxy). Le LTG sono invece galassie a spirale blu, con una

popolazione stellare più giovane. Il loro spettro è caratterizzato da linee di emissione e

vengono pertanto denominate ELG (emission line galaxy) ed hanno formazione stellare

attiva. La motivazione della presenza delle righe di emissione è da ricercarsi nel compor-

tamento del gas presente in queste galassie. Essendo infatti ancora attiva la formazione

stellare, è presente una notevole quantità di gas nonchè numerose stelle grandi e calde (e

quindi giovani), che scaldano tale gas producendo le righe di emissione osservate. Si os-

serva (Dressler (1980)) che le ETG sono presenti nelle zone del cluster a densità maggiore

rispetto a dove sono osservate le LTG. Questa è la cosiddetta morphology-density relation o

MDR. Poichè negli ammassi in equilibrio c’è, in buona approssimazione, una dipendenza

monotona decrescente della densità dalla distanza dal centro, tale relazione viene spesso

vista come una relazione morfologia-raggio.

Un altro aspetto importante che differenzia queste due classi di galassie è la cosiddetta

segregazione delle velocità. Le LTG hanno una dispersione di velocità lungo la linea di vi-

sta (in seguito abbreviata in los ovvero line of sight) più elevata delle ETG (Biviano et al.

(1992a), Diaferio et al. (2001)). Vedi ad esempio Figura 4.14. Le LTG sono entrate più tardi

nell’ammasso (Diaferio et al. (2001)), ed infatti popolano prevalentemente le zone esterne

ed hanno una notevole quantità di gas che non è stato ancora rimosso dal processo di ram

pressure stripping. Per questo motivo hanno subito per meno tempo l’azione della frizione

dinamica, anche nelle zone centrali dove è molto intensa. Allontanandosi dalle zone cen-

trali dell’ammasso la densità diminuisce e quindi anche l’intensità della frizione dinamica.

In queste zone infatti le dispersioni di velocità di entrambi i tipi di galassie sono simili.

Nei paragrafi seguenti discuteremo ulteriori differenze tra questi due tipi di galassie. I

comportamenti osservati utilizzando questi oggetti come osservabili forniscono evidenze

osservative dei fenomeni osservati nelle simulazioni.
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Figura 4.14: Profili differenziali di dispersione di velocità. I simboli chiari sono le galassie blu

mentre quelli scuri sono relativi alle galassie rosse. Le linee rappresentano i profili ottenuti dalle

simulazioni. Da Diaferio et al. (2001)

4.4.1 Il profilo di densità

Sebbene il profilo di NFW (equazione 4.2) sia stato ricavato dalle simulazioni per descrivere

il profilo di densità della materia diffusa in alone, esso fornisce una buona descrizione

(Biviano e Poggianti (2009)) ai profili di massa osservati degli ammassi di galassie sia a

basso che a redshift intermedio. Tale profilo è stato utilizzato in Biviano e Poggianti (2009)

per interpolare i dati del profilo di densità numerica delle galassie. Gli autori fanno notare

che tale relazione non è da intendersi come descrizione del profilo di densità di tutta la

materia. Infatti si evidenzia come il profilo di densità numerica e quello di massa non

sono caratterizzati dalla medesima relazione NFW, ovvero non si lavora nell’ipotesi che la

materia luminosa tracci il profilo di densità della materia totale. Nei casi in cui i profili si

discostavano troppo da un andamento NFW, gli autori utilizzano un modello con core:

N ∝

[
1 +

(
r

Rc

)2
]−α

(4.3)

caratterizzato da due parametri, il raggio del core Rc e la pendenza α. In Diemand, Moore

e Stadel (2004) un tale modello, con α = 1, risulta essere una buona descrizione del profilo

della densità numerica delle sottostrutture ricavato dalle simulazioni.
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Nel pannello di sinistra di Figura 4.15 vediamo come il profilo NFW fornisca una buona

descrizione della densità numerica proiettata N(Rn) per le nELG, con concentrazione c =

2.4. D’altra parte il campione di ELG a basso redshift non è ben rappresentato da una

relazione NFW, poichè tali galassie non sono presenti nella zona centrale dell’ammasso ed

hanno una distribuzione più piatta. Utilizzando il modello di equazione (4.3) si trova un

buon accordo con i dati osservativi per Rc = 1.28 e α = −3.2. Dunque le galassie LTG

non seguono un profilo NFW a basso redshift, a differenza delle ETG e delle LTG ad alto

redshift.

422 A. Biviano and B. M. Poggianti: The orbits of cluster galaxies: evolution

Stacking the clusters in physical units would have the unwanted
consequence of mixing up the virialized regions of some clus-
ters with the unvirialized, external regions of others. Radii and
velocities are therefore scaled by the clusters virial radii, r200,
and circular velocities, v200, so that the dynamical analysis on
the stacked cluster is done in the normalized units Rn ≡ R/r200
and vn ≡ vr f /v200.

In our analysis we consider only the virialized cluster re-
gions, i.e. galaxies with Rn ≤ 1. The Jeans method (Binney &
Tremaine 1987) that we adopt here to determine cluster mass
and anisotropy profiles is in fact not valid outside the region
where dynamical equilibrium is likely to hold. Moreover, we
also exclude the very central cluster regions (Rn < 0.05) in or-
der to account for the positional uncertainties of cluster centers,
and in order not to include the centrally located BCGs in our
sample. BCGs are probably built up via merger processes even
quite recently (see, e.g., De Lucia & Blaizot 2007; Ramella et al.
2007; Rines et al. 2007). Including these galaxies would there-
fore probably invalidate the Jeans analysis in which dissipation
processes are not included (Menci & Fusco-Femiano 1996).

In the selected radial range 0.05 ≤ Rn ≤ 1 there are
556 galaxies in the distant stacked cluster, and 2566 in the nearby
one. We further split these samples in two by considering nELGs
and ELGs separately. There are 293 nELGs and 263 ELGs in
the distant stacked cluster, and 2226 nELGs and 340 ELGs in
the nearby one. The much larger fraction of ELGs in the distant
stacked cluster compared to the nearby one is a known feature of
the evolution of the cluster galaxy population fractions (Dressler
et al. 1999; Poggianti et al. 1999, 2006).

Neither the low-z nor the high-z cluster samples are spectro-
scopically complete to a given magnitude. Incompleteness is not
a problem in the dynamical analysis as far as it is the same at
all radii. In fact, the normalization of the galaxy number density
profile cancels out in the Jeans procedure (see Eqs. (3) and (4)
in Sect. 4) and the shape of the galaxy number-density and
velocity-dispersion profiles are known to be independent from
the galaxy luminosities, at least for absolute magnitudes MR >
−22.8 (Biviano et al. 2002). Galaxies brighter than MR = −22.8
are mostly BCGs, and have been mostly excluded from our sam-
ples by removing the very central cluster regions, Rn < 0.05.
While there are several indications that dwarf galaxies in clus-
ters have a different phase-space distribution from bright galax-
ies (e.g., Lobo et al. 1997; Kambas et al. 2000; Odell et al. 2002;
Popesso et al. 2006), this is irrelevant here since dwarf galaxies
are not present in our samples.

If incompleteness does depend on radius, a correction must
be applied. In fact, a radially-dependent incompleteness would
change not only the normalization of the galaxy density profile
but also its shape. For the ENACS, from which our local sam-
ple is extracted, it has been shown that the spectroscopic incom-
pleteness is not radial dependent (Katgert et al. 1998). On the
other hand, for the high-z cluster sample spectroscopic incom-
pleteness is a function of radius, although not a strong one, and
must be corrected for (Poggianti et al. 2006). The incomplete-
ness correction for each cluster in our high-z sample is done by
applying the geometrical weights with the method described in
Poggianti et al. (2006, Appendix A).

Another kind of radial incompleteness results from the stack-
ing procedure when the clusters that enter the stacked sample do
not cover the same radial range, i.e. they have not all been sam-
pled out to the same limiting aperture. This happens for both our
local and distant samples (the apertures are listed in the last col-
umn of Tables 1 and 2). A radical way of addressing this prob-
lem would be to stack clusters only out to the minimum among

Fig. 1. The projected number density profiles, N(Rn), of the nELGs and
ELGs (upper and lower panel, respectively) for the low- and high-z
stacked clusters (left and right panel, respectively). Solid lines represent
best-fit models to the data, i.e. projected NFW models for nELGs and
high-z ELGs, and the core model for low-z ELGs (see Sect. 5.1 and 5.2).

all clusters apertures. In order to make the most efficient use of
our sample, and explore the clusters dynamics out to r200, we
prefer to follow another approach. We apply a correction for the
fact that not all clusters contribute at all radii. This correction is
based on the relative individual cluster contributions to the to-
tal number of galaxies in the stacked sample, estimated at the
radii where the clusters are still sampled. E.g. if at a given radius
Rn,m, there are m clusters that have not been sampled out to that
radius, their contributions at radii Rn > Rn,m is accounted for by
applying a correction factor 1/(1 − ∑m

i=1 fi) to the total galaxy
counts in the stacked cluster, where fi is the fraction of galaxies
contributed to the total sample by cluster i in the radial range
where the cluster is sampled. The method is similar to the one
described in Merrifield & Kent (1989) and has been applied to
the ENACS sample in Biviano et al. (2002) and Katgert et al.
(2004).

In Figs. 1 and 2 we display the projected number density pro-
files, N(Rn), and the los velocity dispersion profiles, σlos(Rn), re-
spectively, of nELGs and ELGs for our local and distant stacked
clusters.

4. The dynamical analysis: method

The method we adopt for the dynamical analysis of our two
stacked clusters is based on the standard spherically-symmetric
Jeans analysis (Binney & Tremaine 1987).

The assumption of spherical symmetry appears justified by
the fact that our samples combine many clusters together, irre-
spective of their orientation (see also van der Marel et al. 2000;
Katgert et al. 2004). The resulting stacked clusters are spher-
ically symmetric by construction, except if the cluster selec-
tion process favors a preferential orientation. E.g., it has been
argued that clusters selected because of the presence of grav-
itational arcs are more likely to have their major axes aligned
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Fig. 2. The los velocity dispersion profiles σlos(Rn), of the nELGs and
ELGs (upper and lower panel, respectively) for the low- and high-z
stacked cluster (left and right panel, respectively). Solid lines represent
best-fit models to the data, i.e. c = 4.0 NFW mass model, a = 3.6
(respectively a = 1.2) OM velocity-anisotropy model for low-z nELGs
(respectively, ELGs), and c = 3.2 NFW mass model, a = 0.01 MŁ
velocity-anisotropy model for high-z nELGs and ELGs (see Sects. 5.1
and 5.2).

along the los (e.g. Allen 1998). Neither ENACS nor EDisCS
clusters were selected because of the presence of gravitational
arcs, and they are both likely to be representative of the overall
cluster populations in their mass and redshift ranges. ENACS
clusters are drawn from the catalog of rich clusters in Abell
et al. (1989). The mass function derived using clusters from this
catalog is similar to that obtained using X-ray selected clus-
ters (Mazure et al. 1996), hence rich clusters from the Abell
et al. (1989) catalog appear to be representative of all rich clus-
ters in the nearby universe. EDisCS clusters were optically se-
lected from the highest surface brightness candidates in the Las
Campanas Distant Cluster Survey (Gonzalez et al. 2001). From a
comparison with other published optical/X-ray cluster catalogs,
Gonzalez et al. (2001) have shown that their detection method
is able to recover >90% of the cluster population. Further sup-
port against a possible orientation bias comes from the compar-
ison of different EDisCS cluster mass-estimates, obtained using
the distribution of cluster galaxies, gravitationally lensed images
(Clowe et al. 2006; Milvang-Jensen et al. 2008) and the X-ray
emission from the intra-cluster plasma (Johnson et al. 2006).

In the spherically-symmetric Jeans analysis, our observables
are the galaxy number density profile N(Rn) and the los velocity
dispersion profile σlos(Rn). N(Rn) is uniquely related to the 3-
dimensional (3-d) galaxy number density profile ν(rn) via the
Abel inversion equation,

ν(rn) = −1
π

∫ ∞

rn

dN
dRn

dRn√
R2

n − r2
n

, (1)

where rn ≡ r/r200 is the 3-d clustercentric radius in normalized
units. The other observable,σlos(Rn) is related to the cluster mass
profile, M(rn), and the cluster velocity anisotropy profile,

β(rn) ≡ 1 − 〈v
2
t 〉
〈v2r 〉
, (2)

where 〈v2t 〉, 〈v2r 〉 are the mean squared tangential and radial veloc-
ity components, which reduce to σ2

t and σ2
r respectively, in the

absence of bulk motions and net rotation. Given M(rn) and β(rn),
the observable σlos(Rn) follows through (van der Marel 1994)

σ2
r (rn) = G/ν(rn)

∫ ∞

rn

νM
ξ2

exp
[
2
∫ ξ

rn

β dx
x

]
dξ, (3)

and (Binney & Mamon 1982)

σ2
los(Rn) = 2/N(Rn)

∫ ∞

Rn

(
1 − βR2

n

r2
n

)
νσ2

r rn drn√
r2

n − R2
n

, (4)

where G is the gravitational constant. Note that in practice the
upper limit of the integrals in the above equations is set to a
finite radius (typically 20 in the integration units), large enough
as to ensure that the result of the integration does not change
significantly by pushing the limit to larger values.

It is therefore possible to adopt parameterized model repre-
sentations of M(rn) and β(rn) and determine the best-fit param-
eters by comparing the observed σlos(Rn) profile with the pre-
dicted one, using the χ2 statistics and the uncertainties on the
observed profile.

From the eqs. above it is however clear that different combi-
nations of the mass and anisotropy profiles can produce the same
los velocity dispersion profile, the so-called “mass-anisotropy”
degeneracy. Different methods exist to solve this degeneracy
(see, e.g., Merritt 1987; van der Marel et al. 2000; Łokas &
Mamon 2003; Wu & Tremaine 2006). These methods are ef-
fective for data-sets of ∼1000 tracers of the gravitational poten-
tial. Given the smaller size of our distant clusters data-set we
here adopt another method, recently suggested by Battaglia et al.
(2008) for application to the case of dwarf galaxies.

The method of Battaglia et al. (2008) consists in considering
not one, but two different tracers of the cluster gravitational po-
tential, so that there are two observables (the los velocity disper-
sion profiles of the two tracers) to solve for the two unknowns,
M(rn) and β(rn). Since M(rn) must be the same for both trac-
ers, but β(rn) can in principle be different, the degeneracy is only
partially broken, however the constraints on the dynamics of the
system are significantly stronger than with a single tracer. Of
course, this method works only if the two tracers have different
projected phase-space distributions. This is the case of cluster
nELGs and ELGs, which we therefore adopt as our two popula-
tions of tracers.

In practice, we adopt parameterized models for M(rn) and
β(rn), solve Eqs. (1), (3), and (4) separately for nELGs and ELGs
in each of the two stacked clusters, and jointly compare the so-
lutions to the observed σlos(Rn) of the two galaxy populations.
Say σobs,i and σmodel,i the observed and predicted σlos of a given
population of tracers (nELG or ELG), in the ith of m radial bins,
and say δi the corresponding 1-σ uncertainty on σobs,i. We find
the best-fit parameter of the model representing M(rn) and its
uncertainties by minimizing

χ2 = χ2
nELG + χ

2
ELG (5)

Figura 4.15: A sinistra: profili radiali di densità numerica. Le linee continue rappresentano i

modelli che meglio riproducono la distribuzione dei dati (vedi il testo per maggiori informazioni

sui modelli): core-model per le ELG a basso redshift e NFW per gli altri grafici. A destra: profili radiali

di dispersione di velocità normalizzati rispetto v200. Le linee continue rappresentano i modelli che

meglio riproducono la distribuzione dei dati (vedi il testo per maggiori informazioni sui modelli).

Da Biviano e Poggianti (2009)

Ulteriori evidenze riguardanti la distribuzione radiale della densità vengono da un con-

fronto tra la densità in massa e quella numerica. In Figura 4.16 è rappresentato il profilo

radiale del rapporto tra la densità in massa e la luminosità per un campione di 3056 galas-

sie in 59 ammassi a basso redshift osservati nell’ESO Nearby Abell Cluster Survey (Katgert,
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luminosity of the Ebr galaxies within 0.2r200 and by the lu-
minosity of the spirals beyond 0.2r200.

7. DISCUSSION

7.1. The Mass Profile

Using the ENACS data set complemented with recently
obtained morphological data, we determined the mass and M/L
profile for an ‘‘ensemble’’ cluster built from 59 nearby clusters.
Following the results of the analysis of Paper XI, the sample of
cluster galaxies was divided into four classes, viz., the brightest
elliptical galaxies (Ebrs), the early-type galaxies (the other
elliptical galaxies and the S0 galaxies), and the early and late
spirals. We used the early-type class to obtain a nonparametric
estimate of the mass profile through the application of the Jeans
equation (see x 4), and we fitted mass-profile models (see x 5).
In these analyses, we assumed isotropic orbits for the early-type
galaxies, which is supported by a Gauss-Hermite polynomial
decomposition of their velocity distribution.

Both ‘‘cuspy’’ models, such as the NFW and M99 mass
models, and models with a core, such as the SIS and that
proposed by Burkert (1995), provide acceptable fits to the data.
This follows from a comparison of the observed and predicted
velocity-dispersion profile of the early-type galaxies. However,
the best-fit core models have such small core-radii that they are
not too different from the cuspy models. In other words, we did
not find compelling evidence for the existence of a ‘‘core’’ in
the matter distribution in clusters.
This result, which applies to our ‘‘ensemble’’ cluster, is

consistent with several previous results based on smaller cluster
samples and obtained by various methods. Among the latter are
those based on an analysis of the distribution and temperature of
the X-ray–emitting gas (e.g.,Markevitch et al. 1999; Allen et al.
2002; Arabadjis, Bautz, & Garmire 2002; Pratt & Arnaud
2002), those based on an analysis of the weak-lensing distortion
of background galaxies (e.g., Lombardi et al. 2000; Clowe et al.
2000; Clowe & Schneider 2001; Athreya et al. 2002; Hoekstra
et al. 2002; King et al. 2002; Dahle, Hannestad, & Sommer-
Larsen 2003), and those based on an analysis of the projected
phase-space distribution of the galaxies (e.g., Geller et al. 1999;
van der Marel et al. 2000; Rines et al. 2002; Biviano & Girardi
2003). In some of these analyses, not only was consistency with
an NFW-type mass profile established, but an upper limit to the
size of a core could also be given (e.g., Arieli & Rephaeli 2003;
Dahle et al. 2003). Yet, some clusters also show a sizeable core
(Shapiro & Iliev 2000; Ettori et al. 2002; Sand et al. 2002).
Since most of these studies are based on small numbers of

clusters, it is possible (if not likely) that individual clusters have
different types of mass profile. If so, the result of our analysis is
that on average rich clusters are characterized by cuspy profiles,
and that, if clusters with cores do exist, they must be a minority.
It is noteworthy that the two previous analyses involving
‘‘ensemble’’ clusters, drawn from the CNOC and the 2dFGRS
data sets, respectively (by van der Marel et al. 2000 and by
Biviano & Girardi 2003), give similar results. As a matter of
fact, the best-fit value of the NFW scale parameter obtained in
these studies (rs=r200 ¼ 0:24 and rs=r200 ¼ 0:18) is fully
consistent with our value of rs=r200 ¼ 0:25þ0:15

#0:10.
Our result, that on average rich clusters have cuspy mass

profiles in the central region, is in agreement with predictions
of hierarchical cold dark matter (CDM) models. Our data do
not allow us to choose between different predictions, such as
the NFW and M99 models. Apart from the fact that the latter
differ only slightly, the differences are limited to the central
region, where the (baryonic) mass contribution of the cD
galaxies is dominant (when present). Proper comparison
would require the analysis of the internal velocity disper-
sion of the cD galaxies (Kelson et al. 2002). In any case,
recent results from numerical simulations suggest that the
concept of a universal inner slope of the mass profile might be
inappropriate, as dark halo mass profiles do not seem to con-
verge to a single central power-law shape (Power et al. 2003).
The allowed range rs=r200 ¼ 0:25þ0:15

#0:10, that we obtain for
our ensemble cluster brackets the value predicted for a rich
cluster halo in a !CDM cosmology, rs=r200 ’ 0:16 (see Fig. 6
in NFW). Note however, that we determine the profile of total
cluster mass, and not only of the dark mass. Our result
therefore includes the contribution of baryons, i.e., of galaxies
and the ICM. The latter can be a substantial fraction of the
total mass (e.g., Ettori, Tozzi, & Rosati 2003). Since the ICM
is less centrally concentrated than the dark mass (see, e.g.,
Markevitch & Vikhlinin 1997; Pratt & Arnaud 2002), one

Fig. 6.—Top: M/L(r) profile, normalized at r200 and calculated as !ðrÞ=Lall
ðrÞ for all galaxies in our sample. LallðrÞ is the deprojected three-dimensional
luminosity profile, and !ðrÞ corresponds to the best-fitting NFW (solid line)
and Burkert (dashed line) models. The shaded region denotes the 68%
uncertainties in the profile ratio, as calculated from the union of the 68% CL
ranges of those models. Center: M/L(r) profile for all galaxies except the
brightest elliptical galaxies, expressed in normalized units and calculated as
!ðrÞ=Lall#brightest EðrÞ. The 68% uncertainties in the profile ratio are calculated
as described above. Bottom: M/L(r) profile, expressed in normalized units and
calculated as !ðrÞ=LearlyðrÞ for the early-type galaxies only. The 68%
uncertainties in the profile ratio are calculated as described above.
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Figura 4.16: Profilo radiale del rapporto tra la densità in massa e la luminosità. In alto: tutte

le galassie sono state considerate. Al centro: dal campione è stata tolta la BCG. In basso: sono

stati utilizzati solo i dati relativi alle ETG. In tutti i pannelli la regione ombreggiata rappresenta la

regione ad 1σ. Le linee continue sono per il fit con la NFW, mentre quelle tratteggiate sono per il fit

con la relazione di Burkert ρ ∝ (1 + r/r0)[1 + (r/r0)
2]. Da Katgert, Biviano e Mazure (2004)

Biviano e Mazure (2004)). Nel pannello in alto vediamo la curva ottenuta con tutti i dati.

Nelle zone più interne possiamo notare una salita, dovuta alla presenza della galassia più

luminosa dell’ammasso (BCG - brightest cluster galaxy). Se tracciamo il medesimo profilo

senza contare il contributo della BCG otteniamo la curva del pannello centrale, dove infatti

non è più presente la salita (entro le barre d’errore). Nell’ultimo pannello infine il profilo è

stato fatto utilizzando solo le ETG. La curva risulta più piatta rispetto al caso del pannello

centrale. Essendo galassie dello stesso tipo possiamo ipotizzare una proporzionalità tra
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Figura 4.17: Profilo radiale del rapporto tra la densità in massa e la densità numerica per un

campione di ETG. Da Biviano e Girardi (2003)

la luminosità ed il numero di galassie. Possiamo quindi comparare l’andamento visto in

quest’ultimo caso e quello del profilo ρ/ν in Figura 4.17 ottenuto per un campione di ETG

(Biviano e Girardi (2003)). L’andamento risulta molto simile, e risulta quindi plausibile

ipotizzare che le ETG siano ben descritte da un profilo di questo tipo. Questo è importan-

te in quanto l’andamento piatto del profilo di ρ/ν indica che il profilo in massa e quello

numerico seguono la medesima legge. Poichè il profilo di densità di massa sembra essere

ben descritto da una relazione NFW (vedi considerazioni nel seguito), anche il profilo di

densità numerica delle galassie ETG è ben descritto dalla relazione NFW, in accordo con

quanto trovato in Biviano e Poggianti (2009).

Un’ulteriore prova del rapporto tra la distribuzione in massa ed in numero di galassie

è portata in van der Marel et al. (2000), dove si è studiato un campione di 16 ammassi con

redshift compreso tra 0.17 e 0.55, proveniente dal CNOC1 cluster survey. Le relazioni di

proiezione della dispersione di velocità (Binney e Tremaine (1987)) consentono di ricavare

la dispersione lungo la linea di vista conoscendo la dispersione radiale ed il parametro di

anisotropia. Viceversa, si possono lasciare queste due quantità come parametri da ricavare

interpolando i dati osservati. Ottenuta la dispersione radiale in questo modo, la densità

di massa può essere ricavata dall’equazione di Jeans. É così possibile tracciare il profilo

radiale del rapporto ρ/ν come mostrato in Figura 4.18 per diversi valori di β. In questo

grafico la linea più spessa indica il profilo per una distribuzione isotropa delle velocità.

Sebbene non presenti un profilo leggermente calante come in Figura 4.16 e 4.17, anche
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FIG. 4.ÈInferred structure of the CNOC1 ensemble cluster, including, from top left to bottom right, the three-dimensional galaxy number density l(r), the
three-dimensional mass density o(r), the massÈtoÈnumber density ratio o/l(r), and the enclosed mass M(r). The galaxy number density l(r) is obtained by
deprojection of the projected galaxy number density &(R) shown in Fig. 1. The mass density o(r) and enclosed mass M(r) are obtained by solving the Jeans
equation for a spherical system so as to best Ðt the projected velocity dispersion proÐle shown in Fig. 2. Eleven curves are shown, each indicating the best Ðt
for a di†erent constant velocity dispersion anisotropy b. The b-values of the models are logarithmically spaced in Heavy curves are for the best-Ðttingp

r
/p

t
.

isotropic model, short dashed curves are for the best-Ðtting model with and long dashed curves are for the best-Ðtting model with Thep
r
/p

t
\ 13, p

r
/p

t
\ 3.

radial range shown along the abscissa corresponds approximately to the range for which the models are meaningfully constrained by the kinematical data.

as given in equation (1) and is the total luminosityL 200inside a projected radius of The quantities p, andr200. r200,
for the individual clusters of the CNOC1 redshiftL 200survey are listed in Table 4 of C96 and Table 1 of C97a.

NFW have argued that cosmological simulations yield a
more or less universal mass density proÐle o(r) for dark
matter halos, given by equation (3) with m \ 1. Our models
generate such a proÐle if log i.e.,(p

r
/p

t
) \ [0.06, p

r
/p

t
B

0.87 (see Fig. 3). This model is close to isotropic but has
mild tangential anisotropy. Like the isotropic model, it has
an approximately constant massÈtoÈnumber density ratio
(see Fig. 4). The logarithmic slope of o(r) at the last data
point (R \ 1.5) equals 2.7. So even though this model is
consistent with an NFW proÐle, the data do not actually
allow us to test whether the mass density slope converges to
3 at large radii, as in the NFW proÐle. Figure 3 shows that
the model with log has scale length a \ 0.24(p

r
/p

t
) \ [0.06

(as before, in units of This is in excellent agreementr200).
with the predictions of NFWÏs cosmological simulations,
which predict a \ 0.20 for an ) \ 0.2 open cold dark
matter model and a \ 0.26 for a Ñat ) \ 0.2 model (see
C97c). The Jeans modeling therefore shows that the
CNOC1 data are consistent with both an NFW mass
density proÐle and a constant massÈtoÈnumber density
ratio for clusters of galaxies, but only if the unknown veloc-
ity dispersion anisotropy has a particular value that is close
to isotropic. Figures 2 and 4 show that models with other
properties can Ðt the data equally well. To break this degen-
eracy we proceed with a more sophisticated analysis that
uses the entire (R, v) data set, instead of just the projected
velocity dispersion proÐle.

3. DISTRIBUTION FUNCTION MODELS

3.1. Model Calculation
To interpret the velocities of individual galaxies in the

CNOC1 ensemble cluster we need to construct models
based on phase space distribution functions (DFs)5. As
before, we restrict ourselves to models with constant anisot-
ropy b. For each b, we Ðx the three-dimensional galaxy
number density l(r) and mass density o(r) to those calcu-
lated in ° 2 from the Jeans models. Fixing the anisotropy b
does not uniquely determine the DF. For given l(r) and o(r)
there are inÐnitely many DFs that all predict the same
second order velocity moments ; a DF is determined
uniquely only after speciÐcation of all its velocity moments
(e.g., Dejonghe 1986). Here we do not seek to derive the full
set of DFs that can generate a model with a given anisot-
ropy, but instead we are satisÐed to Ðnd just one. To achieve
this we make a simple Ansatz for the DF: f \ fb(E, L ) 4

where E and L are the binding energy andgb(E)L~2b,
angular momentum per unit mass. Such models have Ðxed
constant anisotropy b (e.g., 1973 ; Kent & GunnHe" non
1982 ; Cuddeford 1991). The problem lies in Ðnding the

ÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ
5 Ramirez & De Souza (1998) and Ramirez, De Souza, & Schade (1999)

bypassed the calculation of DFs in their modeling of the projected velocity
distributions of clusters by making a number of simplifying assumptions,
and they used the resulting kinematic models to draw conclusions about
the velocity dispersion anisotropy of cluster galaxies of di†erent morpho-
logical types. The Appendix presents a quantitative assessment of the
validity of their approach and conclusions.

Figura 4.18: Profilo radiale del rapporto ρ/ν per diversi valori di β. La linea più spessa indica il

profilo per una distribuzione isotropa delle velocità. La linea col tratteggio corto è per σr/σt = 1/3,

mentre quella col tratteggio lungo è per σr/σt = 3. Le altre linee sono per valori intermedi tra 1/3

e 3, logaritmicamente equispaziati. Da van der Marel et al. (2000)

questo profilo indica che la densità in massa e quella numerica hanno distribuzioni radiali

simili. Il motivo per cui gli autori hanno evidenziato l’andamento corrispondente ad una

distribuzione isotropa è che essi hanno costruito una funzione di distribuzione per ripro-

durre la distribuzione spaziale e delle velocità osservate. Il modello ottenuto riproduceva

al meglio i dati osservati per un parametro di anisotropia prossimo a 0.

4.4.2 La dispersione di velocità

Per quanto riguarda il parametro di anisotropia β, un problema deriva dal fatto che non

è noto se esista una relazione universale quale la NFW per il profilo di densita’ di massa.

Due modelli usati sono il Mamon-Lokas (abbreviato in ML) e l’Osipkov-Merrit (abbreviato

in OM) come descritto in Biviano e Poggianti (2009). Tali modelli hanno la seguente forma:

β = 0.5
r

r + a
ML (4.4a)

β =
r2

r2 + a2 OM (4.4b)
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I profili di dispersione di velocità lungo la linea di vista σlos sono mostrati nel pannello

di destra di Figura 4.15. Utilizzando le relazioni ML e OM per esprimere il parametro di

anisotropia, e la relazione NFW per la densità numerica ricavata nel paragrafo precedente,

possiamo trovare il profilo analitico di σlos utilizzando una relazione NFW per il profilo di

massa. Ricavati i parametri che meglio riproducono i dati osservativi, possiamo osservare

l’andamento del parametro di anisotropia. In Figura 4.19 mostriamo il profilo di σr/σt =

(1− β)−1/2.A. Biviano and B. M. Poggianti: The orbits of cluster galaxies: evolution 425

Fig. 3. The χ2 values vs. the c parameter of the NFW mass profile model
for our low-z (top panel) and high-z (bottom panel) stacked clusters. The
two dashed lines indicate the 68% and 90% c.l., and the vertical lines
indicate the best-fit c values.

model parameters a = 2.9>+20
−2.4 and a = 1.5+3.4

−0.8 (90% c.l.) for the
nELG and ELG populations, respectively. Similarly to what is
obtained using the OM β(rn) model, also in this case the best-fit
anisotropy radius of the nELG population is about twice as large
as that of the ELG population, indicating that the ELG orbits in
clusters are more radially elongated than the nELG orbits.

5.2. The distant cluster sample

Both the nELG and the ELG N(Rn) are well fitted by projected
NFW profiles with c = 7.5 and c = 2.7, respectively. These
N(Rn) best-fitting models are Abel-inverted to provide the 3-d
number density profiles ν(rn) that we use in the Jeans analysis.
The binned profiles and their best-fit models are shown in the
right-hand panels of Fig. 1. Similarly to what is found in the
nearby cluster sample, ELGs have a wider spatial distribution
than nELGs, confirming previous results about the existence of
a MDR also at z ∼ 0.6 (see Sect. 1). However, the ELGs do not
avoid the central cluster regions as in low-z clusters.

The evidence for segregation in velocity space is not so
strong. In fact the σlos-profiles of nELGs and ELGs are not very
different (see the right-hand panels of Fig. 2), in contrast with
the situation seen in low-z clusters. We jointly compare these
σlos-profiles with those predicted by NFW M(rn)-models, and
either MŁ or OM β(rn) models, via the χ2 method described
in Sect. 4. The best-fit solution is obtained for the MŁ β(rn)
model. The best-fit value of the NFW concentration parameter
is c = 3.2(+1.2)+4.6

(−1.0)−2.0 (90% c.l., 68% c.l. in brackets). The χ2 vs. c
solution is displayed in Fig. 3, bottom panel. As expected from
the smaller size of the high-z sample, the solution is less well
constrained than for the low-z sample.

We then adopt the c = 3.2 NFW best-fit solution as the refer-
ence M(rn) for the stacked high-z cluster, and look for the best-fit
β(rn) MŁ-model solutions, separately for nELGs and ELGs. We
find that the best-fit anisotropy-radius parameter is identical for

Fig. 4. Best-fit velocity-anisotropy profileσr/σt ≡ (1−β)−1/2 for nELGs
(upper left panel) and ELGs (lower left panel) in low-z clusters and
for nELGs (upper right panel) and ELGs (lower right panel) in high-
z clusters. The best-fit velocity-anisotropy model is OM for the low-z
sample and MŁ for the high-z sample. Dashed lines indicate the 90%
c.l. For the high-z sample, the best-fit solutions are at the lower-limit of
the interval considered in the χ2 minimization analysis, hence only the
lower c.l. to β(rn) are shown.

the two galaxy classes, a = 0.01, at the lower limit of the a-range
considered in the χ2 minimization analysis. Unfortunately, the
solutions are poorly constrained. The 90% upper limit for the
nELGs is a < 0.9, that for the ELGs is at the upper limit of the a-
range considered, a ≤ 10.0. The best-fit model σlos-profiles are
shown as solid lines overlaid on the observed, binned σlos(rn) in
Fig. 2 (right-hand panels).

The solutions for the velocity-anisotropy profiles, σr/σt, are
displayed in Fig. 4 (right-hand panels) and are identical for the
nELGs and the ELGs. The upper limits on the a-parameters
translate in lower-envelopes to the velocity-anisotropy profiles
(dashed curves in the right-hand panels of Fig. 4). Taken at face
value, both the nELGs and the ELGs have radially anisotropic
orbits. Isotropic orbits are excluded for high-z nELGs, at least
outside the center, but cannot be excluded for high-z ELGs be-
cause of the large error bars.

The poor constraints on the velocity anisotropy of high-
z ELGs do not allow us to draw any conclusion about their
orbital evolution with z. Taken at face value the results sug-
gest that ELGs follow radially anisotropic orbits both in high-z
and in low-z clusters. On the other hand, the orbits of nELGs
evolve with z, from almost isotropic in low-z clusters to radially
anisotropic in high-z clusters (compare the left-hand and right-
hand panels of Fig. 4).

6. Summary and discussion

We have obtained acceptable equilibrium solutions to the nELG
and ELG projected phase-space distributions with NFW M(rn)
models, and with OM and, respectively, MŁ β(rn) models, for
the low-z and, respectively, the high-z sample. The solutions do

Figura 4.19: Profilo di anisotropia ricavato dal fit con i dati osservati. Il fit migliore si ottieme

con un modello OM per il campione a basso z, e con un modello ML per il campione ad alto z. Le

linee tratteggiate rappresentano la zona al 90% dell’intervallo di confidenza. Da Biviano e Poggianti

(2009)

Ammassi a basso redshift: il campione utilizzato in Biviano e Poggianti (2009) è costituito

da 59 ammassi con un redshift medio 〈z〉 = 0.07. Il pannello in alto a sinistra di Figura

4.19 suggerisce un’isotropia delle orbite per le nELG entro la regione virializzata. Il

pannello sottostante indica invece come le orbite delle ELG siano isotrope solo fino a

circa metà della zona viriale, per poi divenire progressivamente sempre più radiali,

comportamento confermato anche in Biviano e Katgert (2004).
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Fig. 8. The anisotropy profile, β′(r) ≡ [<v2r>/<v
2
t >]1/2 as derived for

the galaxies of the S l class, through the S2 method. The shaded region
indicates approximate 1-σ confidence levels, as obtained by consider-
ing subsamples half the size of the original sample.

probability 23%). Therefore, mild radial anisotropy is needed
in order to put the S l-class galaxies in dynamical equlibrium in
the cluster potential.

6.4. The galaxies in substructures

As for the S l-class galaxies, we do not find acceptable equilib-
rium solutions for the galaxies of the Subs class if we assume
an isotropic velocity distribution. As can be seen in Fig. 9, the
predicted σp(R) (dashed line) is way off the data (dots with
error-bars; χ2 = 118.5 on 6 data-points, rejection probability
>99%), and overestimates the observed velocity dispersion at
essentially all radii.

Using the S2 method for the Subs class,with the observed
σp(R) we obtain the β′(r) displayed as a solid line in Fig. 10.
The orbits are tangentially anisotropic at all radii. As usual,
we checked the β′(r) solution in the space of observables; the
predicted σp(R) is in excellent agreement with the observed
one (see Fig. 9; χ2 = 5.1 on 6 data-points, rejection probabil-
ity 60%).

In the lower panel of Fig. 10, the shaded region indicates
approximate 1-σ confidence interval, obtained as described be-
fore. However, in this case the real confidence interval is prob-
ably significantly larger, for two reasons.

First, in using the observed velocity-dispersion profile of
the galaxies in subclusters, we have ignored the internal ve-
locity dispersion of the subclusters. This means that the real
velocity dispersion is smaller than the observed one. We will
make several assumptions for the (possibly R-dependent) value
of the apparent internal velocity dispersion of the subclus-
ters. In Paper XI we estimated the internal velocity dispersion
of the identified subclusters, and obtained a value of ∼400–
500 km s−1, essentially independent of projected radius R.
However, the true internal velocity dispersion of a subcluster is
likely to be smaller, because the above estimate is biased high
by galaxies that do not belong to the subcluster but have been
wrongly assigned to it by the selection algorithm.

Fig. 9. The observed velocity-dispersion profile σp(R) of the Subs
galaxy class (dots with 1σ errors), compared with the predicted σp(R)
(dashed line), obtained by assuming isotropic orbits in the gravi-
tational potential determined from galaxies of the Early class, and
with the predicted σp(R) (solid line), obtained by using the velocity-
anisotropy profile β′(r) determined by the S2 method and shown by
the solid line in Fig. 10 (lower panel).

A more realistic estimate of a subcluster internal velocity
dispersion is probably 250 km s−1, a value close to the average
velocity dispersion of galaxy groups (see, e.g., Ramella et al.
1989). First, this constant value was subtracted in quadrature
from the observed σp(R) of the Subs class to produce the cor-
rected velocity dispersion of subclusters shown as a dashed line
in the upper panel of Fig. 10. From this corrected σp(R), and
using – as before – the observed I(R), we derived the corrected
version of β′(r), indicated by the dashed line in the lower panel
of Fig. 10). This second solution implies even stronger tangen-
tial anisotropy of the velocity distribution, which is not surpris-
ing since a larger fraction of the (smaller) line-of-sight veloci-
ties is required to balance the same cluster potential.

However, it is possible that due to the selection procedure,
or for physical reasons, we should not substract a constant
value for the internal velocity dispersion of the subclusters.
Therefore, we have assumed (rather arbitrarily) two different
alternative solutions for the real velocity-dispersion profile of
the Subs galaxies. These are shown as the dashed-dotted and
dashed-triple-dotted curves in the upper panel of Fig. 10. The
former assumes a larger bias in the observed velocity disper-
sion in the outer regions, while the latter mimics a larger bias
in the central region. The important point in both assumptions
is that the we must always deconvolve the observedσp(R) with
at least 250 km s−1 internal dispersion of the subclusters.

For both assumptions about the real velocity-dispersion
profile of the Subs galaxies, we calculated β′(r), assuming –
as before – that the observed I(R) is unbiased. The results are
shown in the lower panel of Fig. 10, where the same coding is
used as in the upper panel. Not surprisingly, the evidence for
tangential anisotropy of the Subs galaxies does not go away; if
anything it gets stronger (in the most extreme cases, no physi-
cal solution can be found beyond a certain radius).

However, before we can accept this conclusion to be ro-
bust, we must investigate the effect of possible biases in I(R).
Without real modelling, we have considered two fairly extreme

Figura 4.20: Profilo del parametro di anisotropia. L’area ombreggiata è la regione ad 1σ. Da Biviano

e Katgert (2004)

Ammassi ad alto redshift: il campione utilizzato in Biviano e Poggianti (2009) è costituito

da 19 ammassi con un redshift medio 〈z〉 = 0.56. Nei pannelli a destra della Figura

4.19 osserviamo il comportamento simile delle ELG e nELG. Entrambe sembrano

mostrare anisotropia, con orbite preferenzialmente radiali.

Tale analisi sembra dunque suggerire un’evoluzione temporale delle orbite, preferen-

zialmente radiali ad alti redshift e maggiormente isotrope a bassi z. Gli autori propongono

che il meccanismo in grado di isotropizzare le orbite sia la crescita in massa del cluster

per accrescimento gerarchico, come proposto da Gill et al. (2004) e descritto nel paragrafo

4.1 di questo lavoro di tesi. Infatti nella fase di accrescimento veloce gli ammassi sono

sottoposti a violenti cambiamenti del potenziale dovuti ai major-mergers. L’energia ed il

momento angolare vengono distribuiti nell’ammasso causando l’isotropizzazione delle or-

bite. Gli ammassi utilizzati per questa analisi ad alto redshift hanno una massa media di

4.4 · 1014M�. Dalla Figura 4.11 vediamo che ammassi di questa massa passano dalla fase di

accrescimento violento a quella calma a z ∼ 0.4. Il campione qui analizzato ha 〈z〉 = 0.56

e risulta quindi essere ancora in fase di accrescimento violento. Le orbite delle galassie

di questo campione è dunque probabile che continuino ad evolvere. A redshift inferiore

abbiamo infatti visto che le nELG hanno orbite isotrope. Le ELG devono invece essere

cadute nell’ammasso più tardi, in quanto nelle zone esterne hanno orbite prevalentemente

radiali, come abbiamo visto. nella zona esterna la loro velocità abbiamo visto essere ancora
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preferenzialmente radiale. Cioè mantengono ancora memoria del processo di infall. Inoltre

il fatto che in queste galassie la formazione stellare sia ancora attiva e siano presenti righe

di emissione implica che esse siano ricche di gas che non è stato ancora rimosso dalla ram

pressure dovuta al gas dell’alone principale.

4.4.3 Evidenze di equilibrio dinamico negli ammassi

Gli studi osservativi presentati fin’ora assumevano l’equilibrio delle strutture osservate, al

fine di utilizzare l’equazione di Jeans. Per poter esser sicuri che effettivamente gli ammas-

si siano strutture virializzate è necessario utilizzare anche altri metodi. Se ad esempio il

profilo di massa ottenuto con differenti approcci risulta avere lo stesso comportamento di

quello visto negli studi illustrati fin’ora, è plausibile considerare gli ammassi come strut-

ture virializzate. Oltre agli studi basati sulle osservazioni in banda ottica della dinamica

tracciata dalle galassie è possibile studiare la dinamica interna degli ammassi tracciata dal

gas diffuso intra-ammasso (Intra-Cluster Medium; ICM) tramite osservazioni in banda X.

Infatti tale gas si trova ad alte temperature, 107− 108K, ed in quanto tale risulta essere com-

pletamente ionizzato cosi’ da emettere in banda X per radiazione di frenamento associata

allo scattering degli elettroni liberi sugli ioni (Sarazin (1986)). Se supponiamo che il gas

dell’ammasso sia in equilibrio, dall’equazione dell’equilibrio idrostatico e dall’equazione

di stato del gas otteniamo l’equivalente dell’equazione di Jeans per un gas, dove il termine

cinetico non è più dato da σ2
r ma dalla temperatura. La luminosità X è legata alla tempe-

ratura e alla densità (LX ∼ ρ2T−1/2), per cui utilizzando un profilo di tipo β-model isotermo

(Cavaliere e Fusco-Fermiano (1976)) è possibile ricavare la temperatura ed infine il profilo

di massa. La luminosità superficiale del β-model isotermo ha la seguente forma:

S(R) = S0

(
1 +

(
R
rc

)2
)−3β+1/2

(4.5)

dove R è il raggio proiettato, rc e il raggio del core e β = µmpσ2/kT, dove µ è il peso

molecolare medio, mp la massa del protone, σ la dispersione di velocità e T la temperatura

del gas. In Figura 4.21 vediamo un confronto tra le stime di massa ricavate da osservazioni

nell’ottico e nel X di uno stesso campione (vedi Girardi et al. (1998) per i dettagli del cam-

pione utilizzato). Nonostante una certa dispersione possiamo notare una corrispondenza

tra le masse trovate con i due diversi metodi.

In Figura 4.22 riportiamo un confronto tra diverse tecniche per stimare il profilo di

massa di tre ammassi (Diaferio, Geller e Rines (2005)). In un grafico della dispersione di
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TABLE 5

PARAMETERS FOR MULTIPEAKED CLUSTERS (JOINED PEAKS)

Rmax p
P

Rvir R
C
a RPV

Name N
m

(h~1 Mpc) z (km s~1) N (h~1 Mpc) aa (h~1 Mpc) (h~1 Mpc) Type

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11)

A13ab . . . . . . . . . . . . 37 1.70 0.0950 896~73`85 37 1.79 0.95 0.14 1.04 ^ 0.15 A

A87ab . . . . . . . . . . . . 19 0.87 0.0568 511~33`98 19 1.02 0.79 0.15 0.86 ^ 0.15 B

A118ab . . . . . . . . . . . 26 1.10 0.1155 622~57`84 26 1.24 0.74 0.25 1.15 ^ 0.15 C

A168abc . . . . . . . . . . 65 1.07 0.0451 435~24`31 59 0.87 0.55 0.01 0.73 ^ 0.06 A

A957ab . . . . . . . . . . . 44 5.43 0.0436 659~56`88 43 1.32 1.16 0.09 0.40 ^ 0.04 B

A1367ab . . . . . . . . . . 84 3.15 0.0216 798~68`75 72 1.60 1.50 0.25 0.74 ^ 0.06 A

A1651ac . . . . . . . . . . 30 12.10 0.0844 1006~92`118 29 2.01 0.81 0.02 0.56 ^ 0.11 C

A1736a . . . . . . . . . . . 34 1.82 0.0347 415~42`75 18 0.83 0.50 0.02 0.92 ^ 0.15 C

A1736bc . . . . . . . . . . 63 2.15 0.0461 854~52`70 60 1.71 1.24 0.39 1.21 ^ 0.11 C

A2052ab . . . . . . . . . . 45 1.14 0.0356 520~47`55 44 1.04 1.50 0.25 0.60 ^ 0.05 A

A2854ab . . . . . . . . . . 20 0.76 0.0622 367~76`74 19 0.73 0.61 0.01 0.59 ^ 0.12 C

A3112abcde . . . . . . 62 1.92 0.0757 552~63`86 49 1.10 0.50 0.28 1.21 ^ 0.09 C

A3202ab . . . . . . . . . . 26 0.74 0.0698 443~37`59 26 0.89 1.12 0.20 0.68 ^ 0.15 B

A3341ab . . . . . . . . . . 64 0.93 0.0379 585~38`55 64 1.17 0.97 0.09 0.66 ^ 0.15 B

A3526ab . . . . . . . . . . 156 4.82 0.0114 791~62`60 93 1.58 0.59 0.02 1.21 ^ 0.10 A

A3806abc . . . . . . . . 81 2.28 0.0777 771~50`55 64 1.54 0.50 0.01 1.38 ^ 0.09 C

A4038ab . . . . . . . . . . 60 0.44 0.0302 847~49`77 60 1.69 0.88 0.04 0.71 ^ 0.15 B

S639ab . . . . . . . . . . . 27 0.25 0.0208 410~28`66 27 0.82 0.50 0.01 0.73 ^ 0.15 C

Pegasus abc . . . . . . 76 6.43 0.0140 780~52`47 37 1.56 0.71 0.04 1.11 ^ 0.16 C

a Parentheses denote clusters for which median values are assumed, i.e., a \ 0.7 and R
C

\ 0.05Rvir.

the value of the X-ray radius (col. [3]) within whichRX MX
(col. [4]) is computed, and our optical masses (col.Mopt
[5]), obtained by rescaling each to using the indi-MCV RX
vidual galaxy distribution. When the authors did not give

errors for we adopt the percentage error on the X-rayMX,

temperature T , if available, or otherwise a bona Ðde error of

50%. For we adopt the same percentage errors as forMoptMCV.

FIG. 5.ÈComparison between our optical mass estimates and those

derived from X-ray analysis. The optical masses are obtained by appropri-

ately rescaling our corrected virial masses to the same radius as that of the

X-ray masses. The solid lines represent the linear Ðts (y vs. x and x vs. y
regression lines). The Ðlled circles represent data from et al.White (1997).

In we show a comparison between andFigure 5 MX Mopt.
We distinguish the data from Jones, & FormanWhite,

which represent a large subsample characterized by(1997),

homogeneity in the method of analysis and the source of the

X-ray data. Note that the X-ray image deprojection analysis

by et al. uses the optical velocity dispersion asWhite (1997)

an input parameter, and requires that the resulting tem-

perature proÐle is isothermal and consistent with the X-ray

temperature from broad-beam detectors.

The masses of individual clusters do not agree in several

cases. The quality and amount of the di†erence depends not

only on the cluster examined, but also on the reference

sources of (e.g., for the Coma cluster), as expected in anMX
inhomogeneous sample. The two points showing the largest

discrepancies are for the AWM 4 cluster, which, although

deÐned as a poor cluster, shows a very high X-ray tem-

perature of 3.7 keV (e.g., et al. corresponding toDavid 1993 ;

km s~1 on the hypothesis of density-energy equi-p
P

D 800

partition between gas and galaxies) when compared to the

observed velocity dispersion (about 100 km s~1). This

cluster could be a case of merging between clumps, and

could therefore be far from dynamical equilibrium;

however, present galaxy sampling is so poor that we cannot

be more conclusive.

The overall agreement is good. The bisecting and

weighted regression lines et al. are(Press 1992)

andMopt \ 10(~1B1) ] MX(1.11B0.07) Mopt \ 10(0.4B0.4)
respectively. The s.d. of residuals from the] MX(1.01B0.03),

weighted regression line gives a typical deviation of mass

values of D30%. Part of this scatter is probably due to the

inhomogeneity of the X-ray data compilation. In fact, by

considering only the data of et al. we reduceWhite (1997),

the deviation of mass values to D25%. According to the s2
Ðt probability, the observed scatter cannot be explained

only by the errors on the masses unless the percentage

errors are underestimated by a factor of 2.

Figura 4.21: Confronto tra le stime ricavate da osservazioni nell’ottico e nel X. Le linee sono i fit

lineari (x vs y e y vs x). I diversi colori dei punti indicano due diversi campioni utilizzati. Da

Girardi et al. (1998)

velocità lungo la linea di vista in funzione della distanza proiettata le galassie si distribui-

scono formando una particolare figura a tromba, visibile nel pannello in alto della figura. I

bordi della distribuzione sono chiamati caustiche. Si può dimostrare (rimandiamo all’arti-

colo e alle referenze ivi riportate per maggiori dettagli sul metodo) che è possibile legare

l’ampiezza in velocità ad una certa distanza con la velocità di fuga dal potenziale gravita-

zionale del cluster. E di conseguenza avere una stima della massa a quella distanza. Nel

pannello centrale sono riportati i valori così ricavati per tre ammassi, mentre nel pannel-

lo inferiore ci sono le stime ottenute utilizzando l’effetto di lente gravitazione dovuto al

potenziale dell’ammasso, sia in regime debole (simboli chiari) che in regime forte (simboli

scuri). Le linee continue sono i profili NFW ottenuti con un best-fit dei dati estrapolati col

metodo delle caustiche, la linea punteggiata è un fit del profilo NFW per i dati ottenuti con

misure nell’X mentre la linea tratteggiata è il best-fit di un modello isotermo (A2390 e MS

1358) o NFW (Cl 0024) dai dati ottenuti con il lensing.

Il metodo delle caustiche e quello del lensing non assumono l’equilibrio della struttura.
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TABLE 1
Cluster Parameters

Cluster
(1)

FOV (a # d)
(2)

Nfield ! [z1, z2]
(3)

N
(4)

a (J2000)
(5)

d (J2000)
(6)

z
(7)

A 2S1/2v
(8)

AR S
(9)

rs
(10)

c
(11)

r200
(12)

A2390 . . . . . . . . 43.8# 7.4 351! [0.1, 0.4] 210 21 53 35.53 17 42 03.16 0.2284 1154 0.85 0.14! 0.17 11!12 1.5! 2.4
MS 1358 . . . . . . 20.9# 21.4 360! [0.1, 0.5] 282 13 59 49.65 62 30 55.87 0.3289 996 0.76 0.14! 0.09 7.7! 4.3 1.1! 0.9
Cl 0024 . . . . . . . 20.0# 24.3 399! [0.3, 0.5] 251 00 26 35.90 17 09 41.10 0.3941 937 0.74 0.12! 0.11 8.6! 7.7 1.0! 1.3

Note.—Col. (2), field of view (FOV), in arcminutes; col. (3), number of galaxies in the FOV within the redshift range [z1, z2]; col. (4), number of members;
cols. (5)–(7), cluster center coordinates; col. (8), cluster velocity dispersion; col. (9), cluster size; cols. (10)–(12), NFW fit parameters. Velocities are in kilometers
per second, lengths in h!1 Mpc. Units of right ascension are hours, minutes, and seconds, and units of declination are degrees, arcminutes, and arcseconds.

Fig. 1.—Redshift diagrams and mass profiles for A2390 (left), MS 1358
(middle), and Cl 0024 (right). Top: Redshift diagrams with the galaxies (dots)
and caustic locations (solid lines). Line-of-sight velocities are in the clusterv
rest frame. Middle: Three-dimensional cumulative mass profiles. The squares
show the caustic mass estimates, the solid lines are the best-fitting NFWprofiles
to the data points within 1 h!1 Mpc, the dotted lines are the best-fitting NFW
profiles to the X-ray measures (left to right: Allen et al. 2001; Arabadjis et
al. 2002; Ota et al. 2004), and the dashed lines are the best-fitting isothermal
(A2390, Squires et al. 1996; MS 1358, Hoekstra et al. 1998) or NFW (Cl 0024,
Kneib et al. 2003) models to the gravitational lensing measures. The left and
right vertical dotted lines show the radius of the X-ray and gravitational lensing
fields of view, respectively. The two filled circles show the virial estimates by
Carlberg et al. (1996) of A2390 and MS 1358. Bottom: Projected cumulative
mass profiles; lines are as in the middle panels. The open diamonds show the
weak-lensing measures: A2390, Squires et al. (1996); MS 1358, lower limit
by Hoekstra et al. (1998) to the mass profile. Filled diamonds show the strong-
lensing measures: A2390, Pierre et al. (1996); MS 1358, Allen (1998) from
the measurement by Franx et al. (1997); Cl 0024, upper symbol, Tyson et al.
(1998), lower symbol, Broadhurst et al. (2000). Error bars in all panels are
1 j; error bars on points where they seem to be missing are smaller than the
symbol size.

certainties are smaller for real clusters than in the simulations.
The small scatter (!30%) around the equivalence relation be-
tween X-ray and caustic masses (Rines et al. 2003) suggests
that the simulations indeed overestimate the errors in the caustic
technique at small radii. If 30% represents a rough estimate of
the correct caustic mass uncertainty at all radii, the D99 recipe
typically overestimates this uncertainty by a factor of 2. Nev-
ertheless, because it is the only available prescription for
evaluating the error, we use the conservative D99 prescription.
Comparison of gravitational lensing and caustic measurements
for large samples of clusters in the redshift range 0.2–0.8 will
test the accuracy of this recipe.

3. MASS COMPARISON
Mass-profile estimates of high-redshift clusters depend on

the assumed cosmological parameters: physical distances and

X-ray and weak-lensing cumulative mass profiles scale as the
angular diameter distance DA. Moreover, if one derives a best-
fitting NFW (Navarro et al. 1997) density profile r(r, z) p
dcrcrit(z)(r/rs)!1(1" r/rs)!2, with rcrit(z) p 3H2(z)/8pG the crit-
ical density of the universe, H2(z)p H [Q0(1" z)3 " (1! Q0

2
0

! )(1" z)2 " ], dc p c3(200/3)[ln (1" c) ! c/(1" c)]!1,Q QL L

and cp r200 /rs the concentration parameter, c also depends
(nonlinearly) on DA, because dcrcrit(z) scales as D . Below, all!2

A

quantities assume Q0 p 0.3, p 0.7, and H0 p100 h km s!1QL

Mpc!1.
Figure 1 shows the redshift diagrams of the three clusters

with the caustic location (top) and the mass profiles estimated
with the caustic technique, gravitational lensing, and X-ray data
(middle and bottom). Gravitational lensing measures all the
mass projected onto the sky along the line of sight. Therefore,
we distinguish between three-dimensional (middle) and pro-
jected (bottom) cumulative mass profiles. Radial distances are
three-dimensional (r) or projected onto the sky (R).
The solid lines in the middle and bottom rows of Figure 1

show the best-fitting NFW profile with parameters listed in
Table 1. To compute these fits, we only used the data points
within rlim p1 h!1 Mpc, a conservative radius beyond which
the NFW mass profile might not be a good description of the
actual profile. For all clusters, the data points beyond 1 h!1 Mpc
do indeed agree with the NFWmodel, indicating that the correct
choice of rlim is irrelevant. In any case, the fit parameters and
their errors are only indicative, because the individual data
points are correlated. Moreover, the NFW fit parameters are
correlated even with independent data points. Keeping one of
the two parameters, c or rs, fixed in our fits reduces their relative
errors to ∼10%.
For each cluster, we also show the best fits determined from

the weak-lensing (dashed lines) and X-ray (dotted lines) mea-
surements. We now comment on each cluster separately.
A2390.—This is a rich cluster at z p 0.228 with optical (Le

Borgne et al. 1991; Yee et al. 1996), X-ray (Böhringer et al.
1998; Allen et al. 2001), and both weak (Squires et al. 1996)
and strong (Pelló et al. 1991; Pierre et al. 1996) gravitational
lensing observations. Squires et al. (1996) compared the weak-
lensing data within ∼260" with a singular isothermal model
with velocity dispersion j p1093 km s!1 taken from Carlberg
et al. (1996). The isothermal model underpredicts the amount
of mass actually measured in the range 0.46–0.67 h!1 Mpc
(Fig. 1, bottom left); however, this model is in good agreement
with the best-fitting NFW mass profile derived by Allen et al.
(2001) from Chandra observations. They find rs p 0.44"0.76

!0.22

h!1 Mpc, c p 3.6 , and r200 p 1.6 h!1 Mpc."2.0 "2.9
!1.6 !1.1

By using the galaxy redshift survey by Yee et al. (1996) and
assuming dynamical equilibrium, Carlberg et al. (1996) esti-
mate a mass M(!3.3 h!1 Mpc) p (2.7! 0.4) # 1015 h!1 M,.
The caustic mass (1.4!1.2) # 1015 h!1 M, and the mass 1.8
#1015 h!1 M, extrapolated from the weak-lensing isothermal

Figura 4.22: . In alto: diagramma dei redshift delle galassie (punti) e posizione delle caustiche

(linee continue). Le velocità sono da intendersi rispetto al sistema di riferimento dell’ammasso. Al

centro: profilo di massa misurato con la tecnica delle caustiche e confronto con le curve ottenute

fittando dati ottenuti con diverse tecniche (vedi il testo per maggiori dettagli). In basso: profilo di

massa misurato con il lensing debole (simboli chiari) e forte (simboli scuri). Per il pannello centrale

e quello inferiore le barre di errore sono a 1σ. Da Diaferio, Geller e Rines (2005)

I risultati sono in accordo tra di loro e con le stime nell’X, a parte per il cluster Cl 0024 per

il quale però gli autori ipotizzano una struttura non in equilibrio che rende inutilizzabili i

dati ottenuti nell’X.

Possiamo concludere che i diversi metodi, ottenuti con tecniche indipendenti, sono in

buon accordo. Tuttavia metodi basati sull’assunzione dell’equilibrio della struttura possono
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dare informazioni non attendibili qualora l’assunzione di equilibrio fosse errata. Se invece

essa è valida, le osservazioni suggeriscono una distribuzione in massa così come in numero

delle galassie che segue una relazione NFW, e confermano i processi dinamici osservati

nelle simulazioni.
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5

Dinamica delle sottostrutture in simulazioni realizzate
con GADGET2

In questo capitolo vedremo un analisi effettuata su simulazioni basate sul codice di simu-

lazione cosmologica GADGET2 (vedi paragrafo 2.3). Analizzeremo in particolare le orbite

delle sottostrutture per valutare gli effetti di fenomeni dinamici quali frizione dinamica e

distruzione mareale e processi di infall previsti dallo scenario di accrescimento gerarchico.

I risultati, sebbene autoconsistenti, mostrano delle discrepanze con quanto trovato da altri

autori, i cui risultati sono stati illustrati nel Capitolo 4.

5.1 Le simulazioni utilizzate

Il set di simulazioni usate in questo lavoro di tesi è costituito 29 risimulazioni di altrettante

zone lagrangiane di una simulazione a bassa risoluzione dove erano stati localizzati degli

ammassi (vedi paragrafo 2.5). La box cosmologica ha un lato comovente di 1h−1Gpc. Il

modello cosmologico è un ΛCDM piatto con Ωm = 0.24 per il contributo della materia,

Ωbaryon = 0.04 per la sola materia barionica, ΩΛ = 0.76 per il contributo della costante

cosmologica ed un valore odierno del parametro di Hubble pari a H0 = 72 km s−1Mpc−1. Di

queste 29 simulazioni, 24 sono centrate su ammassi con massa viriale Mvir & 1015h−1M�.

Le rimanenti 5 sono centrate su ammassi con massa viriale Mvir & (1− 7) · 1014h−1M�.

Le particelle di DM hanno massa mDM = 8.47 · 108h−1M�. Nelle simulazioni con gas

(denominate ovisc) le particelle di gas hanno massa mgas = 1.53 · 108h−1M�. In questo tipo

65
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di simulazioni è stata implementata la viscosità artificiale, ma non sono presenti fenomeni

radiativi nè feedback.

5.2 Processo di stacking

Pensiamo di voler analizzare una simulazione, ed in particolare studiare le proprietà di-

namiche delle sottostrutture negli ammassi più grandi di 1014M�. Per concretezza utiliz-

ziamo una delle simulazioni con aloni massicci, e vediamo dalla Tabella 5.1 che abbiamo

a disposizione solo due aloni che soddisfano alle condizioni richieste, per un totale di 850

sottostrutture. Considerando un solo alone e dividendolo in 20 bin radiali possiamo no-

tare come entro ogni bin abbiamo indicativamente una ventina di sottostrutture. In realtà

le sottostrutture non sono distribuite uniformemente all’interno del cluster, per cui in al-

cuni bin avremo qualche sottostruttura, e potrebbe capitare di non averne nemmeno una.

Ci accorgiamo dunque che la statistica con cui abbiamo a che fare è molto bassa. Inol-

tre se lavorassimo in questa maniera saremmo soggetti alla peculiarità dell’alone studiato.

Ovvero, l’alone che stiamo considerando potrebbe avere avuto una storia particolare, ad

esempio potrebbe aver avuto delle forti interazioni mareali, che gli hanno fatto assumere

una conformazione particolare. I fenomeni che osserveremmo non riprodurrebbero dun-

que comportamenti universali delle sottostrutture, in quanto risulterebbero affetti dalle

peculiarità del sistema in esame. Per ovviare a questi problemi si ricorre al processo di

stacking. Si tratta di mediare le quantità relative ad ogni ammasso tra tutti gli ammassi

di tutte le simulazioni. Tuttavia abbiamo a che fare con strutture di diverse dimensioni,

ed una media delle quantità all’interno di un bin radiale porterebbe a mescolare parti vi-

rializzate con parti non virializzate di diversi aloni. Per ovviare a questo problema tutte

le quantità utilizzate devono essere normalizzate per le rispettive quantità scala tipiche di

ogni alone.

Vediamo più in dettaglio i vari passaggi di questo metodo.

1. Poichè vogliamo studiare la dinamica entro 2 · r200, creiamo un vettore con valori

equispaziati da 0 a 2. Questo sarà il vettore della distanza dal centro in unità norma-

lizzate. Utilizziamo 8 intervalli per lo studio delle sottostrutture e 24 per lo studio

delle particelle, siano esse di DM o gas.

2. Consideriamo una simulazione e cerchiamo i gruppi FoF che non abbiano conta-

minanti, ovvero particelle a bassa risoluzione che sono quelle utilizzate durante la
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Mhalo ∈ [0, ∞)

Aloni sub

Stack 4459 52296

g0016649 74 1240

Mhalo ∈ [1014, ∞)

Aloni sub

Stack 64 27510

g0016649 2 850

Tabella 5.1: Comparazione tra la statistica di una singola simulazione e la statistica dopo il processo

di stacking.

risimulazione per i contributi mareali, ma che non costituiscono strutture utilizzabili

per l’analisi scientifica.

3. Per ogni gruppo FoF leggiamo i valori di m200 e r200 restituiti da subfind, da cui

ricaviamo la velocità circolare v200 = (G ·m200/r200)1/2.

4. Utilizziamo le tre quantità scala del punto precedente per normalizzare le masse, le

distanze, le velocità e le densità.

5. Entro ogni bin cerchiamo le quantità a cui siamo interessati, come dispersione di

velocità totale, radiale e tangenziale, densità in massa ed in numero. I valori trovati

vengono salvati in un vettore che alla fine del ciclo conterrà tutte le quantità di tutte

le sottostrutture di tutti gli aloni di tutte le simulazioni.

6. Cicliamo le operazioni sopra descritte su tutti i FoF e su tutte le simulazioni.

7. Rimane ora da mediare su tutti i valori trovati di una certa quantità per ogni bin. Per

fare questo abbiamo utilizzato due metodi, la media pesata e la media biweight (vedi

Appendice B). La media pesata è molto veloce ed utilizza come peso il numero di

particelle (o di sottostrutture) con cui abbiamo calcolato la quantità di interesse in un

dato bin per una data sottostruttura. Il problema di questo stimatore risiede nel fat-

to che esso fornisce buone stime se siamo in presenza di distribuzioni prossime alla
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gaussianità e sopratutto senza dati che si discostino tanto dalla zona centrale della di-

stribuzione. In Figura 5.1 vediamo un esempio di un bin con una distribuzione per la

quale la media pesata restituirebbe un valore poco attendibile ed affetto da errori con-

sistenti. Abbiamo preferito quindi utilizzare la media biweight come stimatore della

media, in quanto rigetta i valori troppo lontani dalla zona centrale della distribuzio-

ne (nel caso riportato in figura i valori prossimi a 35 e 85) ed assegna pesi diversi in

base alla lontananza dalla zona centrale della distribuzione valutata per mezzo della

mediana (vedi Appendice B per maggiori dettagli). I valori molto lontani dalla zona

centrale della distribuzione possono infatti essere poco significativi. Nel caso riporta-

to in figura si analizza l’anisotropia delle orbite. Le due strutture con valori di σr/σt

così elevati probabilmente hanno avuto una storia particolare, come un incontro con

altre sottostrutture che ha perturbato le orbite. Ma questi comportamenti peculiari

non ci danno informazioni sui comportamenti universali che vogliamo studiare, e

per quanto interessanti individualmente, è opportuno che non pesino eccessivamen-

te nell’analisi statistica dell’insieme. Ovviamente questo discorso è valido purchè i

valori lontani siano pochi. L’analisi degli istogrammi ci ha permesso di verificare che

effettivamente i valori molto lontani erano sempre pochi.

5.3 Le orbite delle sottostrutture

In tutte le analisi che seguiranno è stato usato il processo di stacking per ottenere i valori

delle diverse quantità in esame. Si sono studiati i comportamenti a tre differenti redshift:

z=0, 0.5 e 1. Abbiamo inoltre fatto una selezione degli aloni principali nella procedura di

stacking. Infatti certi fenomeni sono legati a quantità fisiche assolute, rendendo cluster di

diversa massa non omologhi. Fenomeni quali frizione dinamica o stripping mareale sono

molto importanti nelle zone centrali di un ammasso, ma dipendono dalla dimensione del

cluster: il primo fenomeno dipende dalla densità, più elevata nelle zone centrali, mentre il

secondo dai gradienti del potenziale, meno elevati nelle parti esterne. In un ammasso pic-

colo questi fenomeni saranno meno efficienti rispetto a quelli che agiscono in un ammasso

di grande massa. Pertanto l’analisi della dinamica delle sottostrutture in base alla distanza

normalizzata avrebbe come risultato il mescolamento di sistemi con fenomeni poco impor-

tanti ed altri dove tali processi sono fondamentali. Sarebbe dunque impossibile valutare

l’effetto di fenomeni di questo tipo. Per le simulazioni a z=0 e 0.5 abbiamo analizzato gli

aloni con massa M > 1014M�, dove la massa è quella restituita da Subfind ed è la somma
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Figura 5.1: Istogramma della distribuzione di σr/σt per un bin affetto da marcata non gaussianità.

delle masse di tutte le particelle che costituiscono la struttura, ovvero tutte quelle legate

gravitazionalmente. Per le simulazioni a z=1 abbiamo utilizzato gli aloni con M > 1013M�.

La scelta di selezionare strutture a partire da un ordine di grandezza inferiore rispetto ai

redshift superiori è stata fatta in base alle considerazioni sull’evoluzione in massa per ac-

crescimento gerarchico in Lapi e Cavaliere (2009). Se osserviamo la Figura 4.11 di questo

lavoro di tesi, tratta dal lavoro appena citato, notiamo che strutture che oggi hanno massa

di 1015M� a z=1 hanno una massa di un ordine di grandezza inferiore. Se guardiamo

sistemi con massa attuale (1− 10) · 1014M� abbiamo M(z = 1)/M(z = 0) ' 0.1− 0.2.

Facendo dunque questo taglio in massa in prima approssimazione possiamo pensare

che a z=1 stiamo osservando strutture che faranno parte di strutture più massicce a z=0.

In realtà non siamo sicuri di osservare a z=1 esattamente le strutture che dopo merging

formano le strutture visibili a z=0. Tuttavia l’identificazione delle stesse strutture a diversi

redshift richiede algoritmi computazionali sofisticati che appesantiscono le simulazioni.

Per i fini di analisi statistica di questa tesi, abbiamo ritenuto di seguire l’approccio descritto,

più semplice ma indubbiamente più efficace dal punto di vista computazionale.
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5.3.1 Profilo di anisotropia

In Figura 5.5 e 5.6 mostriamo i profili di anisotropia, ovvero di σr/σt, rispettivamente per le

particelle e per le sottostrutture. In entrambe le figure la colonna di sinistra è relativa alle

simulazioni di sola DM, mentre per la colonna di destra si sono utilizzate le simulazioni di

DM con gas. La riga in alto mostra i risultati a z=1, quella centrale a z=0.5 mentre quella

inferiore è per z=0.

Particelle: gli andamenti sembrano suggerire isotropia e nessun trend radiale per entrambi

i tipi di simulazioni a z=1 e 0.5. Una leggera anisotropia è invece presente a z=0.

Per quanto riguarda z=0 i punti hanno valori sempre maggiori di 1 indicando una

dispersione radiale leggermente superiore a quella tangenziale. L’andamento rimane

però piatto. Nelle simulazioni con gas i valori dei punti sono quasi sempre maggiori

di 1 e si può notare anche una debole crescita radiale del profilo.

Sottostrutture: i punti risultano più dispersi rispetto alle particelle, fatto da imputarsi al

minor numero di oggetti su cui effettuare l’analisi statistica. A conferma di ciò vedia-

mo le barre d’errore nettamente più grandi. Anche in questo caso non si nota alcuna

dipendenza radiale e le sottostrutture sono sempre molto vicine all’isotropia.

Gli ammassi si formano per accrescimento soprattutto lungo i filamenti. É quindi lecito

aspettarsi che ad alti redshift vi sia una prevalenza di moto radiale. Tale moto di infall è

presente a tutte le distanze dal centro, in quanto le sottostrutture hanno bisogno di tempo

affinchè le loro orbite vengano circolarizzate per effetto della frizione dinamica o della cre-

scita in massa della struttura. I subaloni caduti per primi sono stati distrutti dallo stripping

mareale e pertanto non ci aspettiamo di vedere strutture con orbite già circolarizzate nelle

zone centrali. Le figure sembrano invece mostrare un andamento isotropo già a z=1. La

frizione dinamica potrebbe esser stata molto efficace ed aver isotropizzato le orbite già a

z=1. Rimane ancora da chiarire il motivo per cui le particelle mostrano isotropia a redshift

così alto, non essendo soggette a frizione dinamica. Inoltre il sistema non ha finito la fase

di accrescimento per cui sembra improbabile che si sia rilassato già a z=1, come infatti

risulta dall’analisi riportata nel paragrafo 5.4. Le orbite isotrope potrebbero risultare da

processi di rilassamento violento Lynden-Bell (1967) che operano su tempi scala dinamici

relativamente brevi, capaci di condurre il sistema a rimescolamenti delle orbite ancor pri-

ma che raggiunga l’effettiva stabilità dinamica. In Figura 5.2 vediamo la distribuzione in
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massa delle sottostrutture per gli aloni più massivi. Notiamo il progressivo aumento di

sottostrutture al diminuire del redshift, indice di un processo di accrescimento.

La distruzione mareale è visibile dalla distribuzione radiale della densità numerica di

sottostrutture (normalizzata al numero totale di sottostrutture) di Figura 5.3. La frazione

di sottostrutture nelle zone più centrali assume il valore massimo per z=1. A z=0.5 ho

un valore intermedio mentre il valore più basso è per z=0. All’aumentare della distanza

dal centro otteniamo risultati opposti. Questa inversione ci fa supporre che vi sia stata

un’intensa azione di distruzione mareale maggiormente efficace nelle zone interne.

Figura 5.2: Distribuzione in massa delle sottostrutture per aloni massivi. I diversi colori indicano

le distribuzioni a diversi redshift come indicato sul grafico stesso.

Per verificare che non vi fossero effetti di risoluzione che rendessero le simulazioni a

bassa risoluzione insufficienti a descrivere la dinamica, abbiamo fatto un’analisi con i run



72 Capitolo 5. Dinamica delle sottostrutture in simulazioni realizzate con GADGET2

Figura 5.3: Profilo radiale della densità numerica di sottostrutture normalizzata al numero totale

di sottostrutture. Il grafico a destra è per le simulazioni di sola DM mentre quello a sinistra è per

le simulazioni di DM con gas. Le linee di diverso colore indicano il redshift: nero per z=0, blu per

z=0.5 e rosso per z=1.

Figura 5.4: Profilo di anisotropia per simulazioni di sola DM ad alta risoluzione, a z=1 (a sinistra) e

z=0 (a destra). I simboli sono relativi alle sottostrutture mentre la linea continua è per le particelle.

Le barre d’errore sono a 1σ.

ad alta risoluzione. I risultati sono riportati in Figura 5.4 per le simulazioni di sola DM

a z=0 e 1. Dato l’elevato tempo di calcolo e spazio su disco richiesto per l’analisi FoF e

Subfind di queste simulazioni ad alta risoluzione, per questo test abbiamo utilizzato solo

metà delle simulazioni, poichè l’analisi FoF e Subfind era già stata fatta. Notiamo infatti

il maggior rumore dei dati e il minor numero di sottostrutture identificate. É tuttavia

sufficiente per verificare che i risultati non presentano alcuna differenza da quelli delle
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simulazioni a risoluzione inferiore. Pertanto il comportamento peculiare delle particelle e

delle sottostrutture non è imputabile a fenomeni di risoluzione.

5.3.2 Profilo di dispersione radiale

In Figura 5.7 e 5.8 mostriamo i profili di dispersione di velocità radiale, normalizzata a v200,

rispettivamente per le particelle e per le sottostrutture. La disposizione dei pannelli è la

medesima delle figure precedenti.

Particelle: possiamo notare una chiara dipendenza sia radiale che temporale. Per quanto

riguarda le simulazioni di sola DM il profilo ha una veloce crescita, raggiunge il mas-

simo circa a 0.2r200 per poi calare con regolarità. Il massimo ha un valore prossimo

ad 1 per z=1, a z=0.5 raggiunge un valore di circa 0.85 per poi arrivare a z=0 ad un

valore inferiore a 0.8. Il comportamento in presenza del gas è simile, ma il massimo

è meno pronunciato e tende a presentare un appiattimento.

Sottostrutture: anche per le sottostrutture abbiamo dei profili ben delineati dai punti. Nel-

la parte esterna non sembra esserci evoluzione temporale, mentre nella parte in-

terna c’è un irripidimento del profilo a z=0 rispetto a quello, più piatto, a z=1. Il

comportamento per le simulazioni con gas è sostanzialmente uguale.

Poichè il tasso di accrescimento a z=1 è maggiore che a z=0 possiamo pensare che a z=1

vi siano più particelle da poco accresciute. L’accrescimento avviene lungo filamenti pertan-

to σr è maggiore. Questo spiegherebbe l’evoluzione temporale del profilo di dispersione

radiale delle particelle. Per le simulazioni con gas dobbiamo tenere conto della pressione

di tale componente, che tende ad omogenizzare la dinamica del gas che sta accrescendo.

Sottostrutture in caduta nell’amasso risentono della pressione del gas dell’alone. Esse ven-

gono pertanto rallentate, e tale effetto è maggiore nelle regioni centrali dove la densità del

gas è più alta, pertanto sigmar diminuisce maggiormente in tali zone avvicinandosi al va-

lore assunto nelle zone esterne. Questo spiegherebbe i profili più piatti della dispersione

radiale delle simulazioni con gas.

Nelle zone centrali l’azione della distruzione mareale è molto intenso. Le strutture

più lente rimangono per più tempo in queste zone e pertanto è più probabile che vengano
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distrutte. Ci aspettiamo dunque che col passare del tempo rimangano solo le sottostrutture

più veloci. Questo è proprio quello che vediamo nei grafici dei profili radiali di dispersione

di velocità radiale delle sottostrutture. Poichè abbiamo visto da Figura 5.6 che le orbite

sono isotrope, ci aspettiamo che anche la componente tangenziale della velocità abbia un

profilo pressochè identico a quello di Figura 5.8. Col passare del tempo le strutture lente

vengono distrutte, pertanto osserviamo il comportamento delle strutture rimaste in vita che

sono più veloci. Questo spiega l’aumento di σr al diminuire del redshift, e spiega anche

perchè tale aumento sia presente solo nelle zone interne. É qui infatti che i meccanismi

di distruzione mareale sono maggiormente efficaci. Considerazioni pressochè analoghe

valgono per le simulazioni con gas.
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Figura 5.5: σr/σt per le simulazioni di sola DM (colonna a sinistra) e per le simulazioni con DM e

gas (colonna a destra). I grafici in alto sono per z=1, quelli in mezzo per z=0.5 e quelli in basso per

z=0. Le barre di errore ad 1σ sono più piccole del simbolo e pertanto non visibili.
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Figura 5.6: σr/σt per le sottostrutture in simulazioni di sola DM (colonna a sinistra) e in simulazioni

con DM e gas (colonna a destra). I grafici in alto sono per z=1, quelli in mezzo per z=0.5 e quelli in

basso per z=0. Sono mostrate le barre di errore ad 1σ.
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Figura 5.7: σr per le simulazioni di sola DM (colonna a sinistra) e per le simulazioni con DM e gas

(colonna a destra). I grafici in alto sono per z=1, quelli in mezzo per z=0.5 e quelli in basso per z=0.

Sono mostrate le barre di errore ad 1σ.
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Figura 5.8: σr per le sottostrutture in simulazioni di sola DM (colonna a sinistra) e in simulazioni

con DM e gas (colonna a destra). I grafici in alto sono per z=1, quelli in mezzo per z=0.5 e quelli in

basso per z=0. Sono mostrate le barre di errore ad 1σ.
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5.4 Soluzione equazione di Jeans ed equilibrio

L’equazione di Jeans (vedi paragrafo 3.2) consente di ricavare il profilo cumulativo di mas-

sa a partire dalla dinamica degli oggetti che utilizziamo come traccianti del potenziale.

Tale equazione l’abbiamo ricavata assumendo che la struttura oggetto di studio fosse in

equilibrio. Un vantaggio delle simulazioni è che conosciamo tutte le quantità del sistema.

Conosciamo dunque le quantità dinamiche così come il profilo cumulativo di massa. Pos-

siamo allora utilizzare l’equazione di Jeans per verificare se una struttura è in equilibrio.

Infatti utilizzando le quantità dinamiche dei traccianti di una struttura per risolvere questa

equazione possiamo ricavare quale dovrebbe essere il profilo cumulativo di massa di tale

struttura se fosse in equilibrio. Confrontandolo col profilo di massa vero possiamo dunque

sapere se la struttura è in equilibrio o meno. Per comodità di lettura riportiamo l’equazione

di Jeans:

M(r) = − rσ2
r

G

(
d ln ν

d ln r
+

d ln σ2
r

d ln r
+ 2β

)
(5.1)

Per poter calcolare le derivate dobbiamo interpolare i dati per ottenere un’espressione

analitica da poter successivamente derivare. Per la densità numerica ν abbiamo scelto un

profilo NFW (equazione 4.2) per le particelle, ed un profilo di King per le sottostrutture:

ν(r) =
ν0

(1 + (c · r)2)3/2 (5.2)

In Figura 5.9 riportiamo a titolo di esempio il risultato del fit per la simulazione di sola

DM a z=0. Notiamo come le funzioni scelte forniscano una buona descrizione dei dati.

Abbiamo usato solo i punti entro r200 per l’interpolazione. Infatti le relazioni scritte sopra

descrivono bene un sistema in equilibrio, e dopo r200 ci aspettiamo che non vi sia equilibrio

per definizione stessa di r200.

Per quanto riguarda il profilo di dispersione di velocità radiale abbiamo utilizzato delle

curve polinomiali per interpolare i dati. Per essere sicuri che i risultati non fossero trop-

po sensibili alla scelta del polinomio, abbiamo risolto l’equazione di Jeans per polinomi

di diverso grado, da 1 a 5. Nelle Figure 5.10 e 5.11 vediamo il risultato utilizzando come

traccianti rispettivamente le particelle e le sottostrutture. La linea continua è il profilo di

massa vero, ovvero la somma della massa di tutte le particelle entro una certa distanza.

In realtà abbiamo rappresentato l’intervallo di confidenza di tale profilo, ma appare come
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Figura 5.9: Dati e profili ottenuti per interpolazione dei profili di densità numerica delle particelle

(a sinistra) e delle sottostrutture (a destra). Per le particelle abbiamo utilizzato un profilo NFW

mentre per le sottostrutture un profilo di King. Questi due grafici sono per simulazioni di sola DM

a z=0.

una singola linea in quanto gli errori sono molto piccoli. I punti sono invece ottenuti co-

me soluzione dell’equazione di Jeans. I diversi simboli corrispondono ai diversi gradi dei

polinomi utilizzati per interpolare σr. Gli errori sono rappresentati solo per il polinomio di

grado 1, in quanto è il polinomio che rappresenta con minor precisione il profilo. Notiamo

innanzitutto che entro r200 le soluzioni ottenute con diversi polinomi sono in accordo tra

di loro. Questo prova che le soluzioni ottenute sono robuste in quanto non dipendono in

modo sensibile dalla modalità di fit della derivata di σr. In entrambe le figure i pannelli

di sinistra sono relativi alle simulazioni di sola DM, mentre quelli di destra sono per le

simulazioni di DM con gas. I pannelli in alto sono per z=1, quelli centrali per z=0.5 e quelli

inferiori per z=0. Per quanto riguarda le particelle nelle simulazioni di sola DM possiamo

vedere che a z=1 la soluzione dell’equazione di Jeans prevede una distribuzione di massa

diversa da quella reale. Questo vuol dire che le particelle non hanno ancora raggiunto

l’equilibrio. Quello che ci aspettiamo in effetti è che ad alti redshift gli ammassi non siano

in equilibrio, e solo dopo la fase di accrescimento violento raggiungano gradualmente uno

stato di equilibrio. Questo è quello che infatti osserviamo in Figura 5.10 nei tre pannelli

di sinistra. Vediamo che le soluzioni dell’equazione di Jeans si portano progressivamente

verso la condizione di equilibrio, raggiunta entro r200 a z=0. Dopo tale distanza vediamo

che i polinomi restituiscono soluzioni differenti. Tuttavia non siamo interessati al compor-

tamento oltre r200 in quanto ci aspettiamo che non vi sia equilibrio nemmeno a z=0 per
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definizione stessa di r200 (vedi paragrafo A.5). In Figura 5.11 possiamo notare come per en-

trambi i tipi di simulazione le sottostrutture siano in equilibrio già da z=1. Questi oggetti

sono immersi nell’alone principale e subiscono frizione dinamica. Tale processo rallenta le

sottostrutture e potrebbe pertanto portarle in equilibrio molto presto. Questo è in accordo

con le orbite isotrope già a z=1 osservate in Figura 5.6. Infatti la frizione dinamica agisce

nel verso del moto. Le sottostrutture in caduta nell’alone principale hanno un moto con

componente radiale dominante. Ed è questa lungo questa componente che la sottostruttura

viene maggiormente frenata. Il risultato è l’isotropia delle orbite e l’equilibrio con il poten-

ziale. La frazione di massa totale in subaloni è relativamente piccola (varia dal 15% a z=1 al

17% a z=0) pertanto l’energia trasferita dalle sottostrutture all’alone principale per frizione

dinamica è piccola e non influenza sostanzialmente l’energia della componente diffusa.

Tornando alla Figura 5.10, osservando le simulazioni con gas notiamo che apparentemen-

te le particelle sembrano avere un comportamento opposto, ovvero sembrano allontanarsi

dall’equilibrio. Tuttavia nel tracciare questi grafici abbiamo considerato particelle di DM

e di gas indistintamente. Ma ciò non è corretto, in quanto l’equazione di Jeans è ricavata

per la materia non collisionale, ed il gas è collisionale. Per questo motivo in Figura 5.12

riportiamo la medesima analisi per la componente di DM e di gas separatamente. Nella co-

lonna di destra vediamo i risultati per la componente non collisionale. Come ci aspettiamo,

tale componente è fuori equilibrio a z=1 e si avvicina all’equilibrio col passare del tempo.

Il comportamento delle soluzioni è del tutto analogo a quello visto in Figura 5.10 per la

componente di sola DM. Nella colonna di sinistra vediamo invece le soluzioni per il gas.

Le soluzioni non si avvicinano mai alla distribuzione vera di massa, ma questo è dovuto al

fatto che l’equazione di Jeans non si può applicare ad una componente collisionale.
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Figura 5.10: Equazione di Jeans per le simulazioni di sola DM (colonna a sinistra) e per le simu-

lazioni con DM e gas (colonna a destra). I grafici in alto sono per z=1, quelli in mezzo per z=0.5 e

quelli in basso per z=0.
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Figura 5.11: Equazione di Jeans per le sottostrutture in simulazioni di sola DM (colonna a sinistra)

e in simulazioni con DM e gas (colonna a destra). I grafici in alto sono per z=1, quelli in mezzo per

z=0.5 e quelli in basso per z=0.
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Figura 5.12: Equazione di Jeans per le simulazioni di DM e gas, considerando solo le particelle di

gas (colonna a sinistra) e solo le particelle di DM (colonna a destra). I grafici in alto sono per z=1,

quelli in mezzo per z=0.5 e quelli in basso per z=0.
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Conclusioni

Il lavoro di tesi qui presentato è incentrato sullo studio della dinamica delle sottostrutture

in simulazioni di ammassi di galassie. Precedenti studi, presentati nel Capitolo 4, hanno

mostrato la presenza e l’importanza di fenomeni dinamici che perturbano le orbite delle

sottostrutture all’interno degli ammassi. In un contesto cosmologico ΛCDM gerarchico le

strutture si formano per merging di strutture inizialmente di massa comparabile e poi da

un accrescimento di oggetti più piccoli. In quest’ultima fase il sistema rilassa verso una

condizione di equilibrio. Il passaggio tra queste due fasi avviene a z ∼ 0.4 come eviden-

ziato in Lapi e Cavaliere (2009) e in Biviano e Poggianti (2009). In questo lavoro gli autori

fanno notare che il campione osservativo da loro analizzato è ad un redshift superiore a

0.4 ed infatti osservano orbite anisotrope, con prevalenza di moti radiali dovuti al processo

di infall ancora molto importante. Solo nel campione a basso redshift osservano l’isotro-

pizzazione delle orbite. Nelle analisi da noi effettuate risulta invece uno scenario in cui

le sottostrutture hanno raggiunto l’equilibrio già a z=1, probabilmente a causa di un forte

effetto di frizione dinamica. La bassa frazione in massa costituita dalle sottostrutture non

ci ha permesso però di osservare l’energia trasferita dalle sottostrutture al mezzo diffuso.

Nonostante questa differenza rispetto ai risultati osservativi, i risultati da noi trovati sono

autoconsistenti. L’isotropia delle sottostrutture è infatti supportata dalla soluzione dell’e-

quazione di Jeans, che ci suggerisce che tali oggetti siano effettivamente in equilibrio già a

z=1. L’equilibrio a redshift così elevati è un risultato molto importante. Il rapido sviluppo

della strumentazione osservativa permetterà nei prossimi anni di studiare la dinamica di
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molti ammassi ad alti redshift. In particolare, la futura missione ESA, EUCLID 1, effettue-

rà una survey spettroscopica ad alto redshift. Lo scopo principale di tale missione sarà il

miglioramento della comprensione della geometria dell’Universo, in particolare per quan-

to riguarda l’energia oscura. Tale missione prevede la messa in orbita di un satellite con

specchio di 1.2 metri nel punto lagrangiano L2. Gli studi spettroscopici nel visibile e nel

vicino infrarosso avranno come oggetto le galassie a redshift elevati, fino a z ∼ 2. Volendo

ottenere informazioni sulla massa degli ammassi che osserverà EUCLID è di fondamentale

importanza sapere se le galassie che saranno osservate si potranno considerare buoni trac-

cianti. La nostra analisi suggerisce che anche a redshift così elevati le sottostrutture sono in

equilibrio, e che quindi dalla loro dinamica è possibile inferire la distribuzione di massa.

Un altro fenomeno importante per la comprensione della struttura e la dinamica degli

ammassi è il processo di distruzione mareale. I risultati da noi trovati sono in accordo

con i precedenti studi. Evidenze dirette di questo processo le possiamo trovare in Na-

gai e Kravtsov (2005) dove viene studiata la perdita di massa in funzione della distanza

dal centro, o in Diemand, Moore e Stadel (2004) dove viene analizzata la distribuzione in

velocità delle sottostrutture che risulta avere un eccesso ad alta velocità rispetto alla distri-

buzione gaussiana della componente diffusa di DM. Questo effetto causa un appiattimento

del profilo radiale di densità numerica delle sottostrutture nelle parti interne dell’ammas-

so (Figura 4.1), dovuto alla distruzione delle sottostrutture in tale regione. Nella nostra

analisi troviamo un profilo compatibile con quello della figura appena citata. I meccani-

smi di distruzione mareale sono dunque presenti nelle nostre simulazioni e in accordo con

quanto trovato negli studi precedenti. Dal punto di vista osservativo questo fenomeno è

visibile in Figura 4.15, dove possiamo osservare l’appiattimento dei profili tra il campione

ad alto e basso redshift. Nelle nostre analisi abbiamo trovato ulteriori conferme di questo

processo: mostrando in Figura 5.3 l’evoluzione temporale della densità numerica di sotto-

strutture possiamo infatti verificare che le sottostrutture sono distrutte nelle zone centrali

mentre nelle zone esterne questo processo sembra non essere importante. Questi risulta-

ti sono importanti per comprendere il differenziale evolutivo che caratterizza le galassie

in ambienti densi quali gli ammassi. Per esempio, la distruzione di galassie nelle regioni

centrali e’ probabilmente responsabile dell’appiattimento del profilo di densità delle ga-

lassie di ammasso che si osserva da redshift 0.6 a redshift 0 (Biviano e Poggianti (2009))

nonchè probabilmente dell’appiattimento della funzione di distribuzione delle luminosità

1http://sci.esa.int/euclid
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delle galassie nelle regioni centrali degli ammassi (Popesso et al. (2006)).

Le simulazioni che abbiamo utilizzato ci hanno permesso di studiare strutture compo-

ste di sola DM o di DM con gas. Mancavano processi radiativi che raffreddassero il gas

consentendo la formazione stellare, così come fenomeni di feedback. La scelta di utilizzare

questo tipo di simulazioni è dovuta al fatto che quest’ultimi fenomeni appena citati non

dovrebbero influenzare la dinamica delle sottostrutture, in quanto riguardano prevalente-

mente la materia barionica che costituisce solo una piccola percentuale di tutta la massa

degli ammassi. Tuttavia come abbiamo visto nel Capitolo 4 la componente stellare è più

resistente alla distruzione mareale. In questo lavoro di tesi abbiamo sempre assunto che le

sottostrutture fossero gli osservabili. Infatti è al centro di tali oggetti che pensiamo si for-

mino le galassie. Tuttavia nelle zone più interne degli ammassi la distruzione mareale degli

aloni di DM ma non della componente stellare crea un bias di cui bisogna tener conto se

vogliamo confrontarci con le osservazioni. Un miglioramento alla nostra analisi può quindi

essere l’utilizzo di simulazioni in cui vi siano fenomeni di cooling e quindi di formazione

stellare. Un ulteriore miglioramento riguarda una più accurata scelta degli oggetti a di-

versi redshift. Nella nostra analisi abbiamo infatti effettuato un taglio in massa dell’alone

principale, in quanto a redshift elevati ci aspettiamo (e verifichiamo) ammassi di dimen-

sioni inferiori. Tuttavia faccendo una selezione di questo tipo non stiamo necessariamente

osservando a z=1 le strutture che faranno parte di sistemi più grandi a z=0. La costruzione

di merger tree che tracciano la storia evolutiva di ogni alone ci fornirà informazioni più ac-

curate sull’evoluzione delle strutture. Infine, per facilitare il confronto con le osservazioni,

sara’ necessario considerare gli effetti di proiezione sulle varie quantità (velocità, posizioni,

densità) in modo da riprodurre nel modo più accurato possibile la situazione osservativa,

rendendo quindi possibile un confronto immediato dei risultati teorici con le osservabili.
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A

Formazione delle strutture cosmiche

La teoria di formazione delle strutture cosmiche si basa sul criterio di instabilità di Jeans.

Inizialmente sviluppato per comprendere il collasso di nubi di gas, tale metodo risultò ap-

plicabile ad un qualunque fluido, e fu usato per comprendere i meccanismi di formazione

delle strutture cosmiche che oggi osserviamo. Quello che si può dimostrare, infatti, è che

partendo da un campo di densità ρ(~x) mediamente omogeneo ed isotropo, piccole pertur-

bazioni δρ(~x) creano instabilità che possono crescere col tempo. Si pensi ad esempio ad

un fluido soggetto alla sola propria autogravità, e si pensi ad una regione sferica di raggio

λ in cui la densità di tale fluido sia leggermente maggiore della densità media ρ. A causa

della gravità tale fluttuazione δρ/ρ tende a crescere. Il collasso sarà però contrastato dalla

forza di pressione. Vi sarà instabilità, e quindi collasso, se la forza gravitazionale per unità

di massa Fg eccederà la forza di pressione per unità di massa Fp,ovvero:

Fg '
GM
λ2 '

Gρλ3

λ2 > Fp '
pλ2

ρλ3 '
v2

s
λ

(A.1)

dove vs è la velocità del suono nel mezzo e p la pressione. Da questa relazione otteniamo

dunque una relazione che indicativamente ci suggerisce le scale su cui può avvenire il

collasso:

λ > λJ =
vs

(Gρ)1/2 (A.2)

λJ è chiamata lunghezza di Jeans. Se definiamo il tempo dinamico

tdyn = (Gρ)−1/2 (A.3)
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come il tempo necessario ad una particella test per raggiungere il centro di un corpo omo-

geneo, sottoposta alla sola forza di gravità, l’equazione (A.2) può essere anche letta nel se-

guente modo: il sistema è instabile su una scala λ se il tempo dinamico è minore del tempo

che impiega un onda sonora ad attraversare tale scala (ts ' λ/vs). Ovvero la pressione non

riesce a contrastare il collasso gravitazionale.

A.1 Approssimazione newtoniana

L’Universo è descrivibile mediante la relatività generale. In particolare la metrica di Robertson-

Walker fornisce la descrizione dello spazio tempo dell’Universo:

ds2 = (c dt)2 − a(t)2
[

dr2

1− Kr2 + r2(dθ2 + sin2θdϕ2)

]
(A.4)

dove K è il parametro di curvatura, ed a(t) è il fattore di espansione. In quest’ultimo

termine è stata raccolta la dipendenza temporale della parte spaziale della metrica.

I fenomeni che portano alla formazione delle strutture cosmiche sono tuttavia descrivi-

bili in approssimazione newtoniana. Il teorema di Birkhoff afferma che un campo gravita-

zionale a simmetria sferica in uno spazio vuoto è statico ed è descritto da una metrica di

Schwarzschild (che è la metrica nello spazio vuoto generata da un punto massa).

ds2 =
(

1− r0

r

)
(c dt)2 −

[
dr2

1− r0
r
+ r2(dθ2 + sin2θdϕ2)

]
(A.5)

con r0 = 2GM/c2. In particolare pensiamo di applicare questo teorema nel caso di una

distribuzione sferica omogenea di massa-energia al centro di una cavità vuota. Allora,

anche se tale distribuzione non è statica, la metrica nella parte vuota della cavità rimarrà

statica, e quindi purchè si mantenga la simmetria sferica la componente esterna e quella

interna non interagiscono. Pensiamo che la distribuzione interna sia una sfera di massa m

e raggio l. Se l è tale che
Gm
lc2 � 1 (A.6)

allora la metrica tenderà alla metrica di Minkowski, e se le velocità del sistema sono molto

minori di c sarà dunque possibile usare la meccanica Newtoniana. Rimane da valutare

quali siano le distanze su cui è possibile applicare tale approssimazione. Poichè abbiamo

che M ∼ ρl3 otteniamo che la scala su cui è valida l’approssimazione newtoniana è

l � c · (Gρ)−1/2 (A.7)
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Ma dalla prima equazione di Friedmann abbiamo che (Gρ)−1/2 ∼ H dove H è il parametro

di Hubble (H = ȧ/a). L’equazione (A.7) diventa quindi

l � c
H
' RH (A.8)

ovvero entro l’orizzonte possiamo applicare l’approssimazione newtoniana.

Il teorema di Birkhoff come descritto sopra è in realtà applicabile anche se al posto della

cavità vuota abbiamo una distribuzione di massa-energia a densità minore di quella della

sfera centrale e del background. É quindi giustificata l’applicazione delle relazioni appena

viste alle perturbazioni di densità dell’Universo.

A.2 La statistica del campo di densità

Quanto visto nell’introduzione di questo capitolo è una descrizione che ci permette di

capire solo qualitativamente il fenomeno del collasso. Una descrizione più dettagliata di

tale processo sarà l’oggetto dei prossimi paragrafi. Prima è però necessario introdurre

alcuni strumenti statistici che risulteranno utili per quanto seguirà.

Sia ρ(~x) il campo di densità dell’Universo e ρ la densità media. Possiamo definire il

contrasto di densità:

δ(~x) =
ρ(~x)− ρ

ρ
(A.9)

Per definizione sarà dunque δ = 0 e δ(~x) ≥ −1. Poichè spesso si tratteranno fenomeni che

agiscono su determinate scale di grandezza, risulta molto comodo passare in notazione di

Fourier. Consideriamo un volume V = L3 che è il massimo volume entro cui possiamo

pensare esserci strutture generatesi da perturbazioni del campo di densità. Ovvero è il

volume entro cui possiamo considerare periodico l’Universo. Tale affermazione è da con-

siderarla come un artificio che risulta comodo per la descrizione matematica che seguirà.

Ma sarà sempre possibile fare il limite V → ∞. La serie di Fourier del contrasto di densità

risulta dunque essere

δ(~x) = ∑
~k

δ̂~kei~k·~x = ∑
~k

δ̂∗~k e−i~k·~x (A.10)

Le condizioni al contorno che devono essere soddisfatte sono

δ(L, y, z) = δ(0, y, z) (A.11)

e analoghe per le altre componenti. Tali condizioni implicano le seguenti relazioni per~k:

ki = ni
2π

L
i = x, y, z (A.12)
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con ni numeri interi. I coefficienti di Fourier sono dati dalla seguente relazione:

δ̂~k =
1
V

∫

V
δ(~x)e−i~k·~xd3x (A.13)

Se V → ∞ i~k tendono ad una distribuzione continua ed è pertanto possibile scrivere

δ(~x) =
V

(2π)3

∫
δ̂~kei~k·~xd3k (A.14)

Notiamo che poichè su grande scala si vuole ottenere omogeneità ed isotropia dev’essere

δ̂~k=0 = 0. Inoltre poichè δ è una quantità reale deve valere la seguente relazione: δ̂~k = δ̂∗
−~k

.

Si potrebbe obiettare che cambiando il volume V avrei differenti coefficienti di Fourier e

quindi otterrei una diversa realizzazione dell’Universo. Un modello cosmologico può cioè

predire proprietà statistiche dei campi. Tali proprietà vanno intese come la probabilità di

avere una particolare realizzazione di Universo, dato un modello cosmologico. In real-

tà però noi abbiamo un solo Universo osservabile, mentre un dato modello cosmologico

predice proprietà su un ensemble di modelli. Il Principio Ergodico ci permette di superare

questa difficoltà. Esso afferma che la media sulle ensembles diviene una media spaziale su

porzioni di Universo.

A.2.1 La varianza

Abbiamo visto che il valor medio di δ(~x) è nullo per definizione. Ma così non è il valor

medio del suo quadrato, ovvero la varianza.

σ2 ≡ 〈δ2〉 = ∑
~k

〈|δ~k|
2〉 = 1

V ∑
~k

δ2
~k

(A.15)

dove la media si intende fatta su un ensemble di realizzazioni.Se ora facciamo il limite

V → ∞, e assumiamo che il campo di densità sia statisticamente omogeneo ed isotropo,

cosicchè non vi sia dipendenza sulla direzione di~k ma solo sul modulo k = |~k|, otteniamo

σ2 ≡ 〈δ2〉 = 1
V ∑

~k

δ2
~k
→ 1

2π2

∫ ∞

0
P(k)k2dk (A.16)

dove per semplicità abbiamo posto P(k) = δ2
k = |δk|2. La quantità P(k) è detto spettro di

potenza. Notiamo che la varianza non ha dipendenze spaziali, ma solo temporali (δk può

evolvere nel tempo). Pertanto σ2 non ci dà informazioni spaziali, ma solo sull’ampiezza

delle perturbazioni.
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Entro un certo intervallo di k si è soliti assumere uno spettro di potenza dato da una

legge di potenza:

P(k) = Akn (A.17)

dove n è chiamato indice spettrale. Affinchè l’integrale (A.16) possa convergere devono

essere soddisfatte le seguenti condizioni:

n > −3 per k→ 0 (A.18a)

n < −3 per k→ ∞ (A.18b)

A.2.2 Scale di filtraggio

Anche se quanto detto fin’ora è formalmente corretto, la varianza così definita non è un

osservabile. Perchè sia tale bisogna specificare la scala su cui viene effettuata la misura. Per

comprendere meglio ciò, si pensi ad una distribuzione di galassie. Selezioniamo le galassie

all’interno di una sfera. Se il raggio di tale sfera è piccolo potrò apprezzare le fluttuazioni

su piccola scala. Ma se ad esempio la distribuzione su grande scala è omogenea allora

all’aumentare della dimensione della sfera di campionamento le fluttuazioni scenderanno.

É pertanto conveniente considerare le fluttuazioni del campo su una certa scala spaziale o,

equivalentemente, su una certa scala in massa, che risulterà quindi essere una sorta di scala

di risoluzione. Parlare di scala in massa o in dimensione è analogo in quanto strutture di

massa M derivano dal collasso di una perturbazione iniziale di dimensione R ∝ (M/ρ)1/3.

La fluttuazione di densità su tale scala sarà pertanto

δR(~x) = δM(~x) =
∫

δ(~y)WR(|~x−~y|)d3y (A.19)

dove W è una funzione finestra che dipende da come è fatto il volume su cui sto campio-

nando. La fluttuazone su una certa scala è cioè la convoluzione tra il campo di fluttuazione

di densità e tale funzione finestra. Se ad esempio prendiamo per W una funzione top-hat,

i modi delle fluttuazioni con lunghezza d’onda maggiore di R saranno esclusi dall’analisi.

Dalla definizione di varianza (equazione (A.16)) avremo dunque

σ2
R = σ2

M = 〈δ2
R〉 =

1
2π2

∫
k2P(k)Ŵ2

R(k)dk (A.20)

dove Ŵ2
R(k) è la trasformata di Fourier della funzione finestra. Si noti che per motivi

dimensionali sarà WR(k) = W(kR).
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Una prima considerazione importante che possiamo fare grazie a questi strumenti sta-

tistici riguarda la crescita delle perturbazioni a diverse scale. Se supponiamo di avere uno

spettro di potenza come quello dell’equazione (A.17), la varianza su scala M sarà

σ2
M =

A
2π2

∫ ∞

0
k2+nW2(kR)dk =

A
2π2 R−(n+3)

∫ ∞

0
k′2+nW2(k′R)dk′ (A.21)

Quello che si osserva su scale di alcuni Mpc (Cole et al. (2005)) è n ∼ −1.2. Allora al

calare di R la varianza sulla scala M cresce. Ovvero andando a scale sempre più piccole

la varianza cresce. Questo è quanto mi aspetto in uno scenario gerarchico. La potenza è

sempre più alta sulle scale più piccole, e dunque quest’ultime sono le prime a diventare

non lineari. Ovvero le prime strutture che si formano dal collasso sono quelle piccole, e

successivamente si formano strutture su scale via via più grandi.

A.3 Evoluzione lineare del campo di densità per un fluido collisionale

In questa sezione vogliamo vedere come evolvono delle perturbazioni del campo di densità

inizialmente piccole. Affrontiamo innanzitutto il problema più generale, ovvero conside-

rando un fluido collisionale. Nella sezione successiva ricaveremo un caso particolare, ovve-

ro l’evoluzione per un fluido non collisionale (la DM è la componente principale in massa

dell’Universo ed è non collisionale). Poichè le fluttuazioni del campo di densità subito do-

po l’inflazione sono piccole, possiamo studiare la loro crescita in approssimazione lineare.

Tale approssimazione verrà meno quando le perturbazioni, crescendo, raggiungeranno un

valore tale per cui δ ' 1.

Le equazioni che governano un fluido autogravitante collisionale sono:

∂ρ

∂t
+ ~∇(ρ~v) = 0 Equazione di continuità (A.22a)

∂~v
∂t

+ (~v · ~∇)~v = −
~∇p
ρ
− ~∇φ Equazione di Euler (A.22b)

∇2φ = 4πGρ Equazione di Poisson (A.22c)

L’equazione di continuità esprime la conservazione della massa, l’equazione di Euler forni-

sce la relazione che lega l’accelerazione di un elemento di fluido alle forze (gravitazionale

e di pressione) che l’hanno generata ed infine l’equazione di Poisson specifica la natura

Newtoniana della forza gravitazionale. Vogliamo ora riscrivere questo set di equazioni in

coordinate comoventi, mediante le seguenti relazioni:
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~r(t) = a(t) ·~x (A.23a)

~̇r = H~r + a~u = flusso di Hubble + velocità peculiare δv (A.23b)

~∇ = a−1~∇x (A.23c)

dove ~x è la coordinata comovente ed a(t) il fattore di espansione dell’Universo. Per al-

leggerire la notazione, con ~∇ intenderemo ora ~∇x. Il set di equazioni (A.22) diviene

quindi

∂δ

∂t
+ ~∇[(1 + δ)~u] = 0 (A.24a)

∂~u
∂t

+ 2H~u + (~u · ~∇)~u = −
~∇(δp)

ρa2 −
~∇(δφ)

a2 (A.24b)

∇2(δφ) = 4πGρa2δ (A.24c)

dove δφ e δp sono le perturbazioni al potenziale e alla pressione. Formalmente molto

simili al set di equazioni (A.22), queste equazioni differiscono per la presenza del termine

2H~u. Tale termine, chiamato Hubble drag, ha l’effetto di una forza viscosa, dovuta in questo

caso al background in espansione che si oppone alla crescita di velocità peculiari.

Il sistema di equazioni (A.24) diventa quindi

∂δ̂~k
∂t

+ i~k · ~u~k + ∑
~k′

iδ̂~k′ · (~k · û~k−~k′) = 0 (A.25a)

∂~̂u~k
∂t

+ 2H~̂u~k + ∑
~k′

i[~̂u~k′ · (~k−~k
′)]~̂u~k−~k′ = −

i~k(δ p̂~k)
ρa2 −

i~k(δφ̂~k)

a2 (A.25b)

δφ̂~k = −4πGρa2 δ̂~k

|~k|2
(A.25c)

Quello che vogliamo ora ottenere è un sistema di equazioni per piccoli contrasti di

densità (δ� 1). Inizialmente infatti ci aspettiamo piccole fluttuazioni del campo di densità,

sorte dopo l’inflazione. Possiamo dunque linearizzare il sistema (A.25). Notiamo subito

un aspetto molto importante. In (A.25a) e (A.25b) i termini del second’ordine sono quelli

dentro la sommatoria. Ma questi termini sono anche gli unici che accoppiano diversi modi

di Fourier. Linearizzando queste equazioni otterrò un sistema di equazioni in cui modi di
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Fourier diversi evolvono indipendentemente. Ma il terorema del limite centrale afferma

che un numero infinito di modi tra loro indipendenti genera un campo gaussiano. Se i

modi di Fourier sono indipendenti all’inizio ed evolvono in modo indipendente, allora la

perturbazione continua ad essere gaussiana. Questa è la caratteristica delle perturbazioni

in regime lineare, e che verrà meno non appena il contrasto di densità diverrà confrontabile

se non addirittura superiore ad 1.

Linearizzando il sistema e combinando tra loro le equazioni (A.25) si ottiene la seguente

relazione:

¨̂δ~k(t) + 2H ˙̂δ~k(t) +
(

v2
s k2

a2 − 4πGρ

)
δ̂~k(t) = 0 (A.26)

con v2
s = ∂P/∂ρ.

A.4 Evoluzione lineare del campo di densità per un fluido non collisionale

La DM è la componente in massa maggiore nell’Universo. La dinamica delle strutture co-

smiche è pertanto dominata dal comportamento di tale componente, che è non collisionale.

É quindi di estremo interesse studiare il criterio di instabilità per un fluido di questo tipo.

Consideriamo quindi l’equazione (A.26) e trascuriamo il termine di pressione. Otteniamo

¨̂δ~k(t) + 2H ˙̂δ~k(t)− 4πGρδ̂~k(t) = 0 (A.27)

Si può dimostrare che la soluzione di tale equazione è data da un modo crescente (D+)

ed uno decrescente (D−):

δ̂~k(t) = A~kD+(t) + B~kD−(t) (A.28)

La soluzione che ci interessa è quella crescente, in quanto è la soluzione che porta ad

un incremento del contrasto di densità e quindi alla formazione di strutture sempre più

dense fino alla formazione delle strutture cosmiche come le vediamo oggi. Per la soluzione

crescente si può dimostrare che vale la seguente relazione:

D+(z) = E(z)G(z) (A.29)

con

E(z) =
H(z)
H0

= [Ω0m(1 + z)3 + Ω0k(1 + z)2 + ΩΛ]
1/2 (A.30)

G(z) =
5
2

Ω0m

∫ +∞

z

1 + z′

E(z′)3 dz′ (A.31)
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In figura (A.1) viene mostrata la dipendenza del fattore di crescita delle perturbazioni in

funzione dal redshift per tre modelli cosmologici differenti: un modello EdS, e due modelli

con Ωm = 0.3, uno con costante cosmologica ed uno senza. L’evoluzione più rapida è per

un Universo EdS, mentre la crescita delle perturbazioni è più lenta per un Universo a bassa

densità senza costante cosmologica.

Figura A.1: Dipendenza del fattore di crescita delle perturbazioni in funzione dal redshift per

tre modelli cosmologici: Universo piatto EdS (Ωm = 1), Universo piatto con costante cosmologica

(Ωm = 0.3,ΩΛ = 0.7) e modello aperto senza costante cosmologica (Ωm = 0.3). Gli andamenti

sono stati normalizzati ad un redshift arbitrario (z=10) per mostrare le differenze di ampiezze oggi

pur essendo partiti da ampiezze uguali, e quindi evidenziare le differenti velocità di crescita delle

perturbazioni.

Per capire il tipo di comportamento delle soluzioni, restringiamoci ad un caso semplice.

Consideriamo un Universo dominato dalla materia (MD: matter dominated - l’Universo è

descrivibile con buona approssimazione con un modello di Einstein - de Sitter) in cui cioè

Ωm = 1 e ΩΛ = 0. Per tale modello valgono le seguenti relazioni:

a(t) ∼ t2/3 ; 4πGρ =
2

3t2 ; H =
2
3t

(A.32)

che sostituite nell’equazione (A.27) danno

¨̂δ~k +
4
3t

˙̂δ~k −
2

3t2 δ̂~k (A.33)
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Sostituendo la (A.28) in questa equazione otteniamo

D+(t) ∼ t2/3 ∼ a ; D−(t) ∼ t−1 (A.34)

ovvero il contrasto di densità cresce, indipendentemente dal modo d’onda considerato,

con lo stesso tasso dell’espansione dell’Universo. In maniera più qualitativa, ma anche

più intuitiva, si può comprendere meglio questo risultato facendo considerazioni sui tempi

scala dei fenomeni considerati. Già abbiamo visto (eq. (A.3)) che tdyn ∼ (Gρ)−1/2, dove ρ è

la densità della perturbazione. Dalla prima equazione di Friedmann abbiamo che

H2 =
8πG

3
ρ ∼ t−2 (A.35)

dove si è usata l’equazione (A.32) per l’ultima uguaglianza. Possiamo allora definire un

tempo caratteristico di espansione texp:

texp ∼ (Gρ)−1/2 (A.36)

dove ρ è la densità media dell’Universo. Poichè siamo in regime lineare, il contrasto di

densità è piccolo, ovvero la densità della perturbazione è circa uguale alla densità media

dell’Universo. Quindi

ρ ' ρ =⇒ tdyn ' texp (A.37)

ovvero il rate a cui cresce la perturbazione è circa uguale a quello con cui si espande

l’universo.

A.5 Il collasso sferico

Nei paragrafi precedenti abbiamo visto come evolvono piccole perturbazioni del campo

di densità. In particolare dall’equazione (A.34) si vede che le perturbazioni aumentano di

ampiezza col passare del tempo. Ci sarà un momento in cui δ > 1. Ricordiamo che alla

base dell’analisi fatta fin’ora c’e’ la condizione che il contrasto di densità sia minore di uno.

Quindi il campo di densità arriverà ad avere zone con densità troppo elevate per essere

descritte correttamente dall’equazione (A.34) o dalla (A.29). Infatti, come avremo modo di

vedere nei capitoli successivi, gli ammassi di galassie hanno contrasti di densità con valori

anche di diverse centinaia.

Una trattazione in approssimazione lineare non è più possibile. Il regime non lineare è

molto più complicato da affrontare analiticamente, e soluzioni esatte si possono trovare solo
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per sistemi con una geometria estremamente semplice. In questa sezione vedremo infatti

l’evoluzione delle perturbazioni in regime non lineare per una sovradensità a simmetria

sferica. É chiaramente un caso idealizzato, ma ci fornisce risultati che danno un’ottima

indicazione del tipo di comportamenti che ci si dovrebbe aspettare quando si osservano

contrasti di densità elevati.

Pensiamo dunque ad una perturbazione iniziale sferica, di densità costante che ha

un’ampiezza positiva ma ancora piccola. Chiamiamo ti tale momento iniziale, e assu-

miamo di essere in un periodo MD. La perturbazione si sta espandendo con l’Universo e

pertanto ai bordi avrà velocità peculiari ui nulle. Data la simmetria del problema possia-

mo vedere questa fluttuazione del campo di densità come un universo a parte, che evolve

secondo il proprio modello cosmologico. Possiamo dunque applicare la (A.34):

δ = δ+(ti)

(
t
ti

)2/3

+ δ−(ti)

(
t
ti

)−1

(A.38)

dove i simboli + e - denotano i modi rispettivamente crescente e descrescente. Dall’equa-

zione (A.25a) linearizzata otteniamo

ûk(t) = i
δ̇k(t)

k
=

i
kiti

[
2
3

δ+(ti)

(
t
ti

)−1/3

− δ−(ti)

(
t
ti

)−4/3
]

(A.39)

Imponendo la soluzione al contorno al tempo iniziale (ui = 0) otteniamo

δ+(ti) =
2
3

δ−(ti) =
3
5

δ(ti) (A.40)

Possiamo introdurre un parametro di densità della perturbazione

Ωp(ti) =
ρ(ti)(1 + δ(ti))

ρcr(ti)
= Ω(ti)(1 + δ(ti)) (A.41)

dove il pedice p denota una quantità inerente la perturbazione. Affinchè si possa for-

mare una struttura è necessario che la perturbazione si stacchi dal flusso di Hubble e si

contragga. La perturbazione dovrà comportarsi come un Universo chiuso, ovvero

Ωp(ti) > 1 (A.42)

da cui

δ+(ti) =
3
5

δ(ti) >
3
5

1−Ωp(ti)

Ωp(ti)
(A.43)

Se in questa equazione sostituiamo la definizione di Ω(z)

Ω(z) =
ρ(z)

ρcr(z)
=

ρ(z)
3H2(z)

8πG

=
Ω0(1 + z)

(1−Ω0) + Ω0(1 + z)
(A.44)
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dove Ω0 è il parametro di densità oggi, abbiamo

δ+(ti) >
3
5

1−Ω0

Ω0(1 + zi)
(A.45)

Otteniamo dunque le seguenti condizioni

• se Ω0 = 1 la condizione per il collasso è δ(ti) > 0

• se Ω0 < 1 la condizione per il collasso è δ(ti) >
1−Ω0

Ω0(1−zi)

• se Ω0 > 1 collassa sempre

Nel primo e nell’ultimo caso le perturbazioni di densità sono destinate a collassare. Nel

caso in cui il parametro di densità sia minore di 1, invece, c’è una condizione più restrittiva;

la perturbazione deve avere una certa ampiezza iniziale per poter collassare. Notiamo

inoltre che tale ampiezza dev’essere raggiunta in un tempo iniziale anteriore al tempo in

cui l’Universo comincia a sentire la curtvatura entrando quindi in una fase di espansione

accelerata.

Se le condizioni sono soddisfatte, la perturbazione si espanderà come un Universo

separato, raggiungerà il massimo dell’espansione e poi collasserà. Tale espansione sarà

data dall’equazione di Friedmann:

(
ȧ
ai

)2

= H2
i

[
Ωp(ti)

ai

a
+ (1−Ωp(ti))

]
(A.46)

Sia tm l’epoca della massima espansione. Sarà dunque ȧ(tm) = 0, che inserita nella

precedente equazione ci dà

ρp(tm) = ρp(ti)

(
ai

a(tm)

)3

= ρcr(ti)Ωp(ti)

[
Ωp(ti)− 1

Ωp(ti)

]3

(A.47)

Si può dimostrare che per un Universo chiuso sussiste la seguente relazione:

tm =

(
3π

32Gρp(tm)

)1/2

(A.48)

Per quanto riguarda il background, esso evolverà secondo il suo modello Einstein - de

Sitter per cui valgono le seguenti:

H(t) =
2
3t

(A.49)
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ρ(t) =
1

6πGt2 (A.50)

Da (A.50) calcolata in tm e da (A.47) e (A.48) otteniamo

δ(tm) =
ρp(tm)

ρ(tm)
− 1 = 4.6 (A.51)

Essendo tm l’epoca di maggior espansione allora è anche l’epoca in cui la perturbazione

si stacca dal flusso di Hubble. Da questo momento il background continua ad espandersi

mentre la perturbazione collassa. Il suo destino sembrerebbe essere il collasso in una sin-

golarità. Tuttavia quando siamo in regime fortemente non lineare dobbiamo considerare

altri fenomeni che intervengono e diventano importanti. Infatti ad alte densità vi saranno

piccole anisotropie che generano gradienti di pressione e shock. L’energia gravitazionale

viene convertita in energia termica che scalda il gas. Se avessi una perturbazione di DM,

invece della pressione, che non è presente in quanto la materia oscura è non collisionale,

avremmo che comunque il sistema sarebbe supportato dalla dispersione di velocità, come

descritto nel paragrafo 3.2. Qualunque sia la componente, il sistema raggiunge quindi una

situazione di equilibrio, con una configurazione che avrà una certa dimensione Rvir e massa

M. Dal teorema del viriale (paragrafo 3.4) abbiamo

Evir =
U
2

= −1
2

GM2

Rvir
(A.52)

dove U è l’energia potenziale del sistema. Se ora pensiamo che tale sistema non perda

massa a causa degli shock, e non perda energia per radiazione, avremo che l’energia e la

massa che la perturbazione aveva al tempo tm è uguale a quella che possiede ora a tvir, da

cui, essendo

Em = −1
2

GM2

Rm
(A.53)

otteniamo

Rvir =
Rm

2
(A.54)

Alla virializzazione il sistema avrà una dimensione pari alla metà di quella che possedeva

all’epoca della massima espansione. Di conseguenza la densità sarà

ρp(tvir) = 23ρp(tm) (A.55)

Da cui possiamo ricavare il contrasto di densità alla virializzazione

δ(tvir) =
ρp(tvir)

ρ(tvir)
=

23ρp(tm)

ρ(tm)
(

tvir
tm

)−2 ' 178 (A.56)
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Per la seconda eguaglianza abbiamo usato l’andamento della densità del background ρ ∼
a−3 ∼ t−2, infatti durante la contrazione della perturbazione l’Universo di background ha

continuato ad espandersi. Il valore di tvir/tm ' 2 lo si ricava facilmente dalle relazioni

precedenti, mentre il rapporto tra la densità della perturbazione e quella del background

al tempo tm è dato dalla (A.51).

Come vedremo nei prossimi capitoli, si è soliti normalizzare le quantità utilizzate con la

rispettiva quantità calcolata ad R200 , dove quest’ultima quantità è il raggio che racchiude

una sovradensità di 200 volte la densità critica, che è circa uguale a quella media dell’U-

niverso (Ω0 ' 1). R200 ci dà dunque una stima della distanza tipica entro cui il sistema è

virializzato.

Notiamo che se avessimo usato la teoria lineare avremmo trovato il seguente risultato

δ(tvir) = δ(tm)

(
tvir

tm

)2/3

= 1.69 (A.57)

dove δ(tm) è estrapolato secondo teoria lineare e vale circa 1. Risulta quindi evidente che

nonappena il contrasto di densità è dell’ordine dell’unità, la teoria lineare è inapplicabile.

Il caso visto in questo paragrafo è chiaramente molto idealizzato, come sottolineato sopra,

e per casi più generali bisogna ricorrere a metodi numerici. Le simulazioni utilizzate in

questo lavoro di tesi permettono infatti di studiare strutture come gli ammassi di galassie

fortemente non lineari, e con geometrie che non possiedono simmetrie elevate come nel

caso appena visto.

A.6 L’approssimazione di Zel’Dovich

Lo studio delle perturbazioni non lineari che faremo in questa sezione porta ad una teoria

che funziona bene in uno scenario di Hot Dark Matter. Sebbene il modello al momento

più accreditato sia il ΛCDM, l’approssimazione sviluppata da Zel’Dovich trova ancora

applicazioni molto importanti. In questo stesso lavoro di tesi l’approssimazione è stata

citata nel Paragrafo 2.4 dove si era usata per spostare le particelle al fine di generare le

corrette condizioni iniziali in una simulazione cosmologica.

Nella trattazione lineare delle perturbazioni avevamo usato un approccio euleriano,

ovvero abbiamo studiato il campo δ(~x, t). Il metodo qui illustrato adotta invece uno schema

lagrangiano, dove gli elementi di fluido sono seguiti lungo la loro traiettoria.

Riferendoci alla Figura A.2 sia d3q il volume iniziale dell’elemento di fluido e ~q la sua coor-

dinata lagrangiana, che coincide con la coordinata euleriana. Questo elemento di fluido ha
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d3q

d3r

q , ρ0(q)

r(q,t) , ρ(r,t)

S(q,t)

Figura A.2: Schema lagrangiano dell’approssimazione di Zel’Dovich.

una densità ρ0(~q), e si muove lungo la traiettoria (linea tratteggiata in figura) fino ad~r, de-

formandosi. Avrà quindi un nuovo volume d3r ed una nuova densità ρ(~r, t). In assenza di

perturbazioni avrei~r(t) = a(t) ·~x, con ~x coordinata comovente. A causa delle perturbazioni

dovrò invece scrivere:

~r(~q, t) = a(t) ·~x(~q, t) = a(t)[~q + ~S(~q, t)] (A.58)

Questa espressione ci restituisce la posizione propria~r dell’elemento di fluido che aveva ini-

zialmente posizione comovente ~q. Sebbene il volume si deformi, la sua massa si conserva,

pertanto avremo

ρ0d3q = ρ(~r, t)d3r (A.59)

da cui

ρ(~r, t) =
ρ0/a3

det
(

δij +
∂Sij
∂qi

) (A.60)

Fino a questo punto il conto è esatto. Ora introduciamo l’ansaz di Zel’Dovich: al primo

ordine, cioè per spostamenti piccoli, il vettore spostamento ~S è fattorizzabile in un termine

che dipende solo dal tempo ed uno che dipende solo da ~q.

~S(~q, t) = g(t) · ~p(~q) (A.61)

Vediamo ora di comprendere meglio il significato di g e p. Sostituiamo in (A.60)

l’equazione appena trovata
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ρ(~x, t) =
ρb

det
(

δij + g(t) ∂Pj
∂qi

) (A.62)

dove ρb = ρ/a3 è la densità del background. Imponiamo ora che l’evoluzione della densità

che si ottiene dalla teoria lagrangiana sia uguale a quella ottenuta con la teoria euleriana

(equazione (A.28)).

δ(~x, t) =
ρ(~x, t)

ρb
− 1 '

[
1− g(t)

∂pj

∂qi

]
− 1 = −g(t)~∇q~p (A.63)

mentre in teoria euleriana abbiamo:

δ(~x, t) = D(t)δi(~x) = D(t)∑
~k

δ̂~k,i exp[i~k · (~q + g(ti)~p(~q))] = D(t)∑
~k

δ̂~k,i exp[i~k ·~q] (A.64)

Nella seconda uguaglianza abbiamo scelto come istante iniziale ti quello che corrisponde a

spostamente nullo, per cui ~x = ~q. Imponendo l’uguaglianza di (A.63) e (A.64) otteniamo

−g(t)~∇q~p = D(t)∑
~k

δ̂~k,i exp[i~k ·~q] = D(t)δ(~q) (A.65)

Avremo quindi





g(t) ∝ D(t)

~∇q~p ∝ δ(~q)
(A.66)

da cui

~p(~q) =
D(t)
g(t) ∑

~k

i~k
k2 δ̂~kei~k·~q ≡ −~∇Φ0 (A.67)

e si può dimostrare che Φ0 è proporzionale al potenziale gravitazionale della teoria lineare.

Arriviamo dunque alla relazione di Zel’Dovich sostituendo quest’ultima espressione in

(A.63)

δ(~x, t) = D(t)∇2Φ0(~q) (A.68)

Ricordiamo che ~q e ~x sono collegati dalla mappa di Zel’Dovich
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~x = ~q + g(t)~p(~q) (A.69)

ovvero

~x(~q, t) = ~q− D(t)~∇φ0 (A.70)

Per capire il significato di questa relazione calcoliamo la velocità:

~v(t) = a(t)~̇x = −a(t)Ḋ(t)~∇Φ0 (A.71)

e calcoliamola ad un istante t0:

~v0 = a(t0)Ḋ(t0)~∇Φ0 (A.72)

che sostituita in (A.70) dà

~x(~q, t) = ~q + D(t)
~v0

a(t0)Ḋ(t0)
= ~q + ~cost · D(t) (A.73)

che ricorda l’equazione del moto rettilineo ~x = ~q +~v0 · t. L’approssimazione di Zel’Dovich

consiste nell’imprimere ad un elemento di fluido un’accelerazione iniziale proporzionale al

gradiente del potenziale nel punto. Tale punto si muoverà di moto rettilineo uniforme con

variabile temporale D(t), invece di t, poichè siamo in un background in espansione. Que-

sta descrizione “visiva” mostra anche i limiti di questa approssimazione, che vale solo per

piccoli spostamenti. Gli elementi di fluido sentono la gravità solo all’inizio (l’accelerazione

è proporzionale a Φ0 e non a Φ(t)). Pertanto due elementi che si incontrano si attraver-

sano. Questo attraversamento è chiamato shell crossing. Quando ciò avviene la mappa di

Zel’Dovich (A.69) non è più univoca, e l’approssimazione vista in questo paragrafo non è

più applicabile.

La teoria sviluppata da Zel’Dovich ci permette di fare ulteriori importanti considera-

zioni sul campo di densità, che ci permettono di capire la struttura a grande scala del-

l’Universo. Con l’equazione (A.60) abbiamo visto che l’evoluzione del campo di densità è

determinata da ∂pi/∂qj. Tale matrice è reale e simmetrica in quanto ~p(~q) è il gradiente di

una quantità scalare. É sempre possibile dunque mettersi in un sistema di riferimento in

cui tale matrice sia diagonale. Se così facciamo, chiamiamo −λ1(~q),−λ2(~q),−λ3(~q) i tre

autovalori, tali che λ1 ≥ λ2 ≥ λ3
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ρ(~x, t) =
ρb(t)

[1− D(t)λ1(~q)] · [1− D(t)λ2(~q)] · [1− D(t)λ3(~q)]
(A.74)

Consideriamo un istante iniziale in cui D(t)λi � 1 ∀i. Col passare del tempo D(t) cresce,

fino ad arrivare ad un tempo t per cui D(t) = λ−1
1 . In questo momento il campo di densità

diverge, e il collasso avviene in una sola direzione, quella dell’autovettore corrisponden-

te all’autovalore λ1. Queste strutture a foglio si chiamano pancackes, e sono le prime

strutture non lineari a formarsi a causa delle instabilità gravitazionali che amplificano le

perturbazioni del campo di densità.

Se gli autovalori sono tali per cui λ1 = λ2 il collasso avviene lungo due direzioni perpendi-

colari, e si crea un filamento. Infine se tutti 3 gli autovalori sono uguali il collasso avviene

in 3 direzioni e ho la formazione di un nodo.

Quando abbiamo il collasso si formano delle zone chiamate caustiche in cui la densità

diverge. Tuttavia, come abbiamo visto sopra, questo modello è affetto da shell crossing,

cosicchè le particelle si attraversano invece di rimanere vicine formando strutture ad al-

ta densità. Il risultato è che la teoria di Zel’Dovich riesce a riprodurre bene la struttura

a grandi lunghezze d’onda, ma non riesce a cogliere i fenomeni ad alta frequenza. Per

questo motivo non funziona bene in uno scenario CDM, dove le prime strutture che si

formano sono quelle piccole, privilegiando quindi i modi ad alta frequenza. Si possono

apportare correzioni a questa approssimazione, come la approssimazione di Zel’Dovich tron-

cata, che toglie i modi ad alta frequenza dal campo di densità (ovvero tolgo i modi che mi

darebbero non linearità) evitando quindi lo shell crossing. Il risultato è una più accurata

localizzazione dei siti di formazione delle strutture, ma si perde completamente la descri-

zione della configurazione interna delle strutture che si formano, in quanto la struttura

interna dipende fortemente dalla dinamica non lineare.

L’approssimazione di Zel’Dovich rimane comunque molto utile se non pretendiamo di

voler riprodurre il dettaglio delle strutture. In particolare per piccoli spostamenti in zone

a bassa densità fornisce una descrizione semplice ed accurata. É questo il motivo per cui

viene impiegata per imprimere il primo spostamento delle particelle in una simulazione al

fine di generare le condizioni iniziali, come abbiamo visto nel paragrafo ??.
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Media biweight

Per estrarre informazioni da grandi quantità di dati sono necessari metodi statistici. Non

sempre però l’applicazione dei metodi più classici porta buoni risultati. In questo lavoro

di tesi stimatori come la media sono risultati infatti totalmente inefficaci a caratterizzare

un campione. Un estimatore per essere considerato un buon metodo per ottenere informa-

zione deve soddisfare dei requisti di resitenza, robustezza ed efficienza. Vediamo brevemente

cosa intendiamo con questi tre concetti:

Resistenza implica l’insensibilità a distribuzioni localizzate anomale nei dati. Un estima-

tore resistente, come ad esempio la mediana, cambia poco se una piccola parte dei

dati è sostituita da altri dati. Al contrario la media non è resistente. Sostanzialmente,

metodi resistenti dipendono dalla parte principale della distribuzione, dando poca

importanza alle code della stessa.

Robustezza implica l’insensibilità alla forma specifica della distribuzione dei dati. Ad

esempio metodi che che raffrontano la distribuzione osservata con una gaussiana

sono non robusti, in quanto se la distribuzione reale non è gaussiana tali metodi

restituiscono stime non buone (ovvero presentano una grande varianza).

Efficienza si riferisce alla qualità dell’informazione che si riesce a ricavare. Nelle analisi

con pochi dati l’efficienza di un estimatore è fondamentale. Un metodo efficiente

estrarrà una certa informazione dai dati in possesso, mentre un metodo non effi-

ciente avrebbe bisogno di un numero molto maggiore di dati per ottenere una stima

altrettanto buona.
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Oltre ai metodi classici, come media pesata e mediana, per questo lavoro di tesi ho

usato la media biweight. Tale estimatore risulta comodo (Beers, Flynn e Gebhardt (1990))

quando siamo in presenza di distribuzione lontane dalla gaussianità ed in particolare con

valori molto lontani dalla parte principale della distribuzione.

La definizione della media biweight è la seguente

CB = M +
∑|ui |<1(xi −M)(1− u2

i )
2

∑|ui |<1(1− u2
i )

2
(B.1)

con

ui =
xi −M

c ·MAD
(B.2)

MAD = median(|xi −M|) (B.3)

dove M è la mediana, xi sono i valori del campione e c un parametro. Questo estimatore è

una correzione alla mediana: vediamo infatti che è uguale ad M più un termine correttivo.

Quest’ultimo termine è una media pesata della distanza tra i valori xi e il valore della me-

diana. ui è il valore della distanza di un dato dalla mediana, normalizzato per la mediana

della distanza dei punti da M. Il miglior valore per c risulta essere 6 (vedi Beers, Flynn e

Gebhardt (1990)). La somma viene eseguita solo sui valori per i quali |ui| < 1, ovvero per

quei valori non troppo distanti dalla mediana. In tal modo eventuali valori che si allontani-

no tanto dalla parte centrale della distribuzione non vengono considerati. Inoltre notiamo

che i pesi sono maggiori quando ui è piccolo, ovvero per i punti vicini ad M. I pesi sono

cioè a loro volta pesati (da cui la definizione bi-weight).

L’estimatore qui descritto è la media biweight one-step. Un ulteriore miglioramento lo si

può ottenere se dopo aver calcolato CB, rifacciamo il conto dove al posto di M mettiamo

il valore CB appena ottenuto. L’operazione può essere iterata più volte. La convergenza è

molto rapida, e bastano poche iterazioni.

Il metodo risulta essere efficiente, robusto e resistente, ed è stato applicato in questo

lavoro di tesi quando le distribuzioni erano affette da accentuate non gaussianità. Sebbene

i campioni di dati fossero in genere molto grandi, era possibile avere valori molto distanti

dalla zona principale della distribuzione. la motivazione è di origine fisica. Pensiamo di

voler calcolare ad esempio σr/σt in una shell. Sebbene il comportamento delle particelle in

quella regione sia mediamente simile e dovuto ai particolari processi dinamici che avven-

gono in quella zona, è possibile avere delle particelle che hanno subìto delle forti deviazioni

dall’andamento medio dovute ad interazioni locali. Il valore restituito da tali particelle non
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è però di alcuna importanza per l’analisi della dinamica globale, e pertanto il loro utilizzo

avrebbe come unico risultato quello di creare rumore nella statistica. La media biweight è

quindi uno strumento molto buono per trattare situazioni di questo tipo.
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